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GEOMETRIA 


Ahora vamos a desarrollar una de las partes mas kermosas de la 
Matematica: 

LA GEOMETRIA. 


nBIENVENIDO AL MUNDO DE LA GEOMETRIA!! 


Etimolbgieamente la palabra GEOMETRI A proviene de dos vo¬ 
ces griegas: 


GEO = TIERRA. 
METRON - MEDIDA. 


Por lo tanto, etiinologicamente signifiea: Medicion de la tierra. 


BREVE HIS TORI A DE LA GEOMETRIA, 


La historia dice que la Geometrfa se Inicia en Egipto akededor del 
ano 3.000 A.C., por la necesidad de medir los terrenas que eran inim- 
dados por las crecidas del Nilo. Tambien necesitabau conocimientos 
adecuados para coils truir las pirdmides, monmnentos, etc. 


Aproximadamente 7 siglos A.C. paso la geometrfa de los egipeios a 
los griegos, quienes le dan im gran impulso. 


La geometrfa antfgna era solo INTTj ITIVA, se aceptaban los he- 
chos sin necesidad de probarlos. 


THALES de Mileto (600 A.C.) introduce la idea de PRO BAR las 
hechos. Esta contribucion da inicio a la GEOMETRIA DEMOSTRA- 
TIYA. Los metodos demostrativos inventados por los griegos fueron 
aplicados en la LOGIC A, que es el estudio del razonamiento correcto. 




2 


La geometria actual, se conoce como : 


“GEOMETRIA EUCLIDEAN A”, 


porque se basa en el libro escrito por el sabio EUCLIDES (aproxi- 
madamente 280 AC.), llamado “ELEMENTOS”, el cual sigue usan- 
dose como texto con muy pocas variaciones. 


En el siglo XIX se inventaron otros sistemas geomefcricos, distintos 
a los de Euclides, estos sistemas dan inicio a las GEOMETRIAS 
NO EIJCLIDEANAS. Uno de estos sistemas fue inventado por el 
matematico aleman RIEMANN (1854). 


Los drabes conservan y transmiten a Occidente la ciencia giiega. 
A principios del S. XV y XVI se ini elan en Occidente los estudios 
geometricos, en im sentido modemo. 


En esta misma epoca: DESCARTES y FERM AT, establecen la 
GEOMETRIA ANALITICA, 
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ALFABBTO GRIEGQ 


Letras 

Nombres 

A 

a 

Alfa 

B 

P 

Beta 

V 

7 

Gamma 

A 

6 

Delta 

E 

e 

Epsilon 

Z 

c 

Zeta 

H 

V 

Eta 

0 

0 

Theta 

I 

l 

Iota 

K 

K 

Kappa 

A 

A 

Lambda, 

M 

M 

My 

N 

V 

Ny 


c 

Xi 

o 

o 

Omicron 

n 

7r 

Pi 

p 

P 

Rho 

E 

cr 

Si gma 

T 

T 

Tau 

Y 

V 

Ipsilon 

$ 

4> 

Fi 

X 

X 

Ji 

W 

E 

Psi 

n 

U 

Om,ega 


CQNCEPTQS BASICQS. 


La Geometria estudia las propiedades y relaciones de las figiiras 
geometricas. Se sustenta en ima sistematizacidn rigurosa y logica de 
principios v definiciones. 


La Geometria se divide en dos grandes campos: Geometria Plana 
y Geoinetria del Espaeio. 
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Constniiremos una Geometria en base a: Definiciones, Teoremas 
(Proposiciones que para ser evidenfces necesitan demos trarse. Const an 
de dos partes: Hipbtesis: Suposicion de una c<)sa, posible o imposible, 
para sacardeeHa una consecuencia. Tesis: Lo que se quiere demostrar) 
y Postulados (Es una proposicion que se adinite sin demos tracidn). 


Para poder construir la Geometria se necesitan algmios elementos 
para comenzar y estos elementos son los Terminos Geometricos No 
Definidos, son los mas sencillos y fundamentales, como ser: Punto, 
Recta y Plano. 


1. DEF.: MEDIR: Consiste en comparar dos magnitudes de la 
rnisma especie, considerando una de ellas como ” Unidad de Medida . 
A1 numero resultante de esta comparacion se le llamaia Llcdida. 

2. DEF.: PUNT OS COLINEALES: Dados los pimtos, distin- 
tos: A, B, C, ... pertencientes al espacio, se diran COLINEALES si 
existe ima recta que los contenga. 


3. DEF.: ANGULO: Figura formada por dos rayos que tienen 
un origen en coirain. _ _ > 

ANGULO AOB = ZAOB = OA U OB 

Las figuras geom6tricas las nornhraremos, principalrnente, en sen- 
tido positive. 

OA, OB I,ADOS ZAOB 
0 VERTICE ZAOB 

En caso contrario hablaremos de angulos negatives. 

Ej.: medida del dngulo ABC— ZABC — 45 c> 6 — 315 
El ZAOB divide al piano en 3 subconjimtos disjrmtos: 

INTERIOR ZAOB, ZAOB y EXTERIOR ZAOB 


Una forma de generar el interior de un angulo es la siguiente. 
Suponga que el rayo OA se hace girar alrededor del origen 0, bast a 
que tome la posicion OB. La revolucion del rayo OA genera el interioi 
del dngulo BOA. 

No existe Kmite respecto al numero de revoluciones que se pueden 
efectuar. 
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En este caso: El rayo OA se llama LADO INICIAL del /BOA, 
El rayo OB se llama LADO TERMINAL del /BOA. 
0 se llama VERTICE del /BOA. 


La abertura del angulo puede ser rnedida por medio de la medida 
sexagesimal (Medida usual: grades, minutos y segundos) o por medio 
de la medida circular (radianes). 


Medida sexagesimal: 

4. DEF.: GRADO: 1 grado = 1° = ^ de revolucion. 

1 rninuto — 1 = ^ de grado. 

1 segundo = l" = ~~ de minuto = 3^5 de grado. 


Medida en radianes: 


5 . DEF.: RADIAN: Angulo del centra, subtendido por mi arco 
de circunferencia, cuya longitud es igual a la del radio de la circunfer- 
encia. 

Conversion: Ambos sisteinas de medida estan relacionados por las 
siguientes equivalencias: 


1 ° — r~r radianes. 

180 

1 rad. = grados. 


Para reducir: grados a radianes: Multi plicar los grados poi 7 ^ 5 - 
radianes a grados: Moltiplicar los radianes por —-. 
En forma decimal se obtienen las siguientes aproximaciones. 

1 ° = 0.0174532 radianes. 

1 rad. = 57.29578°. 


0. DEF.: BISECTRIZ DE UN ANGULO: Rayo que, par- 
tiendo del vertice, divide al angulo en dos angulos de igual medida. 
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7 DBF , ANGULOS COMPLEMENTAKIOS: Son dos o 

nJ Jos, cuya sun, de - «U- 

8 0EF.: ANGULOS SUPLEIVLENTARIOS: Son dos o mas 
tvngulos, cuya snma de sns rnedidas es de • 

9 DBF-: TRIANGULO: Es la unfon de tree segnnmtos on forma 
contutlva. (Es una figui’a plana cenada). 


TRIANGULO ARC 


aabc = abubcuca 


E le m ento S delAABG rticedeiAABC 


de ° tro lado - 
Sean: D £ (prolongad6n^)^e [CADl- 

Ee( prolongaci6n AB) ta| <l" e 
Fe prolongacfon BC) tal que (BCF). 

/BAD angulo extenor d 
ZCBE angulo exterior A/ - 
ZACF angulo exterior AAI> - 


B vertice del A ABC. 

C vertice del AABC. 

AB lado del AABC. 

BC lado del AABC. 

CA lado del AABC. 

ZCAB Angulo interior del ■ -• 

/ABC angulo interior del A A '■ 

ZBCA angulo interior del A. > 

■ de un trfongulo: Es aquel fomiado por un lado del 


SEGMBNTOS 


NOTABU3Sj^.UNTRJ ANGULO. 
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11. DEF.: ORTOCENTRO: Es el punto de interseceion de las 
rectas que contienen a las altnras. 


12. DEF.: BISECTRIZ: Es el segmento que divide al angulo 
interior del tridngnlo en dos partes iguales. 


13. DEF.: INCENTRO: Es el punto de interseceion de las 
bisectrices. Este punto tiene la caraoteristica de scr cl centre de una 
circimferencia inscrita en el triangulo. 


14. DEF.: MEDIAN A: Segmento que une el vertice eon el punto 
medio del lado opuesto. 


15. DEF.: BARICENTRO: Es el punto de interseceion. de las 
medianas. Este punto tiene la caracteristica de encontrarse a | del 
lado, respecto de la longitud de la mediana. 


16. DEF.: MEDIATRIZ: Es el segmento perpendicular en el 
punto medio de un lado. 


IT. DEF.: CIRCUNCENTRO: Es el punto de interseceion de 
las rectas que contienen a las mediatrices. Este punto tiene la par- 
ticularidad de ser el centre de una circimferencia que circunscribe al 
triangulo. 









Esta parte la vamos a orientar, principalrnente, al calculo de razones 
trigonometricas. 


RAZONES TRICONQMETRICAS 


Las razones trigonometrical, con las cuates trabajaremos, son seis: 


NO M B RE 

SEND 

COSENO 

TANGENTE 

COTANGENTS 

SECANTS 

COSECANTS 


ABREVIATURA 

sen 

cos 

19 
ctg 
sec 
co sec 


RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO AGUD O: 

A 





DADO : A ABC ; Z C RECTO y <CB = 9 
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DEFINICIONES: 


sen 

Cateto Opuesto _ b 

Hivotenusa c 

cos 

Cateto Adyacente a 

Hivotenusa c 

tg 

Cateto Opuesto b 

~ Cateto Adyacente a 

ctg 

Cateto Adyacente a 

Cateto Opuesto b 

sec 

Hipotenusa _ c 

Cateto Adyacente a 

cos ec 

Hipotenusa _ c 

Cateto Opuesto b 


OBSERVACION: Segun estas definiciones se tiene: 


1. - Las razones seno y coseno de im angiilo no pucxlen ser mayores 

qne 1. 

2. - Las razones sec ante y cosecante de un angnlo no pueden ser 

menores que 1. 


EJERGI GTQS : 


1.- Graficar un triangulo XYZ, doride: 


Y Z recto 

Y X = a 

YY — p 

Determinar: a) sen a b) cos a c) tg a 

d) ctg P e) sec (3 f) cosec ft 

2- Graficar un triangulo PQR, donde: 

YP recto 

IQ = a, PQ = 2, RQ = 5 


Determinar: a) YR b) sen ol c) co sec a 

d) cos YR e) sec YR f) tg(9 0° — a) 
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RAZQNES TRIGONOMETRICAL DE UN ANGULO DE 60° : 


Realiza la siguiente experiencia: 

1 - Dibuja un tri4ngulo ABC equildtero, con lado de longitud lu. 

2.- Dibuja un pirnto D perteneciente al lado CA de tal manera que 
BD es una altura del tridngulo ABC. 


Bajo las condiciones dadas, determinar: 

a) ABCD 

b) ICDB 

c) LDBC 

d) CD 

e) BD 

f) sen 60° 

g) cos 60" 

h) tg 60° 

i) ctg 60° 

j) sec 60° 

k) cos ec 60" 


RAZQNES TRIGONOMETRICAS DE UNA ANGULO DE 30": 


Aprovechemos el triangulo de la experiencia anterior. 

Determina: a) El A BCD h) ADBC c) CCDB d) ABCD 

e) Longitud del cateto opuesto al angulo de 30° 

f) Longitud del cateto adyacente al angulo de 30° 

g) sen 30" h) cos 30° i) tg 30° j) ctg 30° 

k) sec 30° 1) cosec 30" 
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RAZONES TRJOONOMETRICAS DE UN ANGULO DE 45°: 


Realizar la siguiente experiencia: 

1. Dibujar un trianguio ABC, isosceles, con angulo recto en B y 
catetos de longitud Xu. 

2. Dibujar un punto D perteneciente al lado CA de tal raanera que 
BD es una altura del trianguio ABC. 

Bajo las condiciones dadas, determinar: 

a) ICAB b) ABC A c) AABG d) CA e) DA 

f) El A ABD g) AABD h) ABD A i) ADAB 

j) BD k) sen 45° 1) cos 45° m) tg 45° 

n) ctg 45° o) sec 45° p) co sec 45° 


EJEMPLOS: 


L- Completar el siguiente cuadro: 

Angulo / Razon sen cos tg d,g sec cosec 
30° 

45° 

60° 


2- Encontrar X si: 


tg 2 45° — cos 2 60° = xsenAh 0 cos 45° tg6Q c 


SOLUCION: 1 


x 


V2 ’ V2 


*^3 


3 = =j, X = -^= ^ & 


4 X 2 


4«a/3 







3.- Resolver 2 sen 2, 9 — 5 send + 2 — 0 


SQLUCION : 2 sen 2 6 - hsenO + 2-0 


{2 send — 1 ){sen0 — 2 ) — 0 
send = | ^ 0 = 30° 

sen 9 = 2 no hay solution 


IDENTIDADES FUNDAMENTALES 


Existen muchas relaciones entre las razones trigonomefcricas, que 
son verdaderas para todos los valores que puedan tomar los argumentos. 
Las principales identidades fundamentales son: 


RELACIONES RECI PRQCAS : 


1 ) sen-0 


cosec 0 

2) COS 0 = 

sec 9 

_ sen 6 

cos 0 

5) ctg 9 

ill 

II 


3) tgO — 


„ L_ 

ctg 6 


RELACIONES PITAGORICAS : 

6) sen 1 6 + cos 2 9 = 1 7) tg 2 0 + 1 — sec 2 9 

8 ) 1 + ctg 2 9 - cos ec 2 9 


(Todas estas relaciones son demostrables, jdemiiestralas!) 
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Expresar cada iina de las razones trigonom6tricas en terminos de 
las otras razones trigonometricas. 

Ej.: Expresar send en terroinos de: cos 0, /,(/#, ctg 0, sec 9 y 
cos ec 9 


Solucion: 


a) sen 6 — \/l — cos 2 6 


b) sen 0 = (cos 9) (tg 9) 


tgO 

sec 6 


tgO 

v'iW* 


c) sen 9 — 


cos ecO y/l+ctg 2 9 


d) 


yj sec 2 9 ~~ 1 

sen y =--- 

sec 9 


e) sen 9 =-- 

cos ecy 




RAZONES TRIGQNQMETRICAS DE ANGULO S 
COMPLEMENTARIOS 


RAZON 

seno 

tan gente 
sec ante 


CO - RAZON 
cos eno 
co tan gente 
co sec ante 


TEO.: La razdn trigonombtrica de un angulo es igual a la co-razon 
de su angnlo complcmentario. 

Si: a 4- 0 ~ 90°(ev y j3 Cornplementarios) 

Enfconces: sen a — cos (3 
cos a ~ sen [3 

tg a — ctg (3 
ctg a — tg /3 
sec a. — cos ec ft 
cos ec a — sec 8 

Ej.: Expresar: sen 30° mediante la razon cos 

IDENTIDADES 


Dadas las siguientes relaciones: f(t) y g(t), si f(t) puede ser trans- 
fonnacla en g(t) o viceversa, entonces diremos quo f(t)=g(t) es ima 
identidad. 


Para demostrar nna identidad, debe alterarse solo uno de los miem- 
bros hasta que tome la misma forma del otro miembro, el cual no debe 
ser alterado. 


Las transformaciones se realizan empleando las identidades funda¬ 
ment ales: 


Ej.: Demostrar la siguiente identidad: 


1 — tg 2 a 
1 + tg 2 Q. 


1 — 2 sen 2 a 
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Demostracion: Oesarrollando el primer miembro, se tiene: 


1 — tg 2 a 
1 -f tg 2 a 


1 - 


1 -\~ 


(sen^a 
cos 2 a 
sen ' 2 a 
cos 2 a 


cos 2 ot—sen^oc 
cos 2 a 

cos 2 a+«cn 2 c* 
cos 2 a 


— cos 2 a — sen 2 a 


— (1 — sen 2 a) — sen 2 a —1 — 2 sen 2 a 


Oesarrollando por el segimdo miembro y expresando todo en funeion 
de tangente, se tiene: 


1 — 2 sen 2 a 


1 


2 —- 
1 4- tg l a 


1 4- tg 2 a — 2 d/ 2 o; 
1 4- tg 2 a 


1 — tg 2 a 
1 4- tg 2 a 


RECQMENDACIQNES PARA DEMOSTRAR IDENTIDADES 


a) Recordar las identidades fmidamentales. 

b) Cualqnier razdn trigonom 6 trica pnede ser expresada mediante 
otra razon trigonometrica. 

c) El miembro a desarrollar debe expresarse eri fimcidn de las ra- 
zones trigonometricas del otro miembro. 

d) Se debe tratar de descomponer en lactores las expresiones que 
sean posible. 

e) En lo posible se debe tratar de evitar el nso de radicales. 

f) Antes de iniciar el trabajo, se deben ver las posibles simplifica- 
ciones. 





EJERCICIOS: 


L- 

L- 

2 .- 

3.- 

4- 

5. - 

6 . - 

7- 


Dernostrar, si es posible, las siguientes identidades: 
sec 2 a - cos ec 2 a. = tg 2 a — cot < 7 2 oi 

cos /? 1 -f sen/? 

1 — sen/? cos /? 

sen A y — cos 4 y — 2sen 2 y — 1 

+ 1 


2 cos( 6 ) ~ sen(90° — 6) 
cot g e — cos e cos ec 


- sec 3 S 


COS 3 £ 


1 + sen,£ 

(a sen to -f b cos a ;) 2 + ( b sentu — a cos uS) 1 — a 2 + b 2 
cos 2 (90° — a) 


cos a 


1 -f sen(90° — a) 


II.- Resolver para xe IC 

1- 4 sen x — 3 cosecx Resp.: x = | 

2. - sec 2 a; = 3£g 2 a; - 1 Resp.: x — J 

3. - 2senxtgx + 1 == tgx +2 senx Resp.: x— {|,f} 

4- tgx — cot cj x = cosec a: Resp.: a: — | 


ttt o- i 3 i n . , 2sena — Scosa 

HI - Si sec a — -r,hallar el valor de -Resp.: 3 

4tfena — 9 cos a 


IV.- Si sen yl = probar que y/n 2 — rn 2 tgA — m 
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A NGULOS PE ELEVACIQN Y PE DEPRESION 


Sea AB inia recta horizontal y AC otra recta en el mismo piano. 



Fig. 2 Fig.3 


En 1) : Como C estd por encima de la horizontal, el angnlo A se 
llama Angulo de elevacion del objeto C visto desde A. 

En 2) : Como C estd por debajo de la horizontal, el angnlo A se 
llama angulo de depresion del objeto C visto desde A. 
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KJEMPLOS: 

1.- El angulo de elevacion del remate de ima chimenea, a una dis- 
tancia de 90m, es 30°. Hallar su altura. 

Solucidn: 



90 

Fig. 4 


tg30” =» h = 90 • ^ = 3073m 

2.- Desde el puesto de vigfa de un barco que tiene 48 m de altura se 
observa que el 4ngulo de depresion de un bote es de 30°. Halim* 
la distancia del bote al barco. 

Solncioii: 



X 

Fig. 5 






19 


tg 60° = ~ ==» x = 48 * \/3m 

3.- El angulo de elevacion de la parte superior de tma torre es de 30°, 
accrcandosc 100m se encuentra que cl Angulo de elevacion es de 
60°. Hallar la altura de la toixe. 

Solncion: 


h 


_ x...—. 100 - 

Fig. 6 

f 9 30 ° = h = + 10 °) 

tg 60° = ~ =£- \/3 x = h 

/. VS* = 4-100) =$>■ 3x — x -f 100 2x — 100 -■==> x — 50m 

h — 50\/3ra 

EJERCICIOS: 



1. Hallar el angulo de elevacion del sol cuando la sombra de un poste 
de 6m de altura es de 2%/3m de largo. 

Resp.: 4\/3 

2.~ Un asta de bandera esta enclavada verticalmente en lo alto de 
un ediiieio. A 12m de distancia los angulos de elevacion de la 
pimta del asta y de la parte superior del edificio son de 60° y 30°, 
respectivamente. Hallar la longitud del asta. Resp.: 8\/3 





3. Los angulos de elevacidn de la punta de una torre desde dos lu~ 
gares que estaii en la direccion este de ella, separados por ima dis- 
tancia de 60m, son 45° y 30°. Hallar la altnra de la torre. Resp.: 
30(\/3 + 1) 

4. Desde io alto de un acantilado de 45m de altura, los angulos de 
depresidn de dos botes que estan en el mar en la direccion norte 
del ol)servador, son 30° y 15°, respectivamente ^Que distancia 
bay entre los botes?. 


Rcsp.: 


45(1 -y/ztg 15 °) 
tg 15 ° 


RAZQNES TRIGONQMETRICAS DE UN ANGULO 

CUALQUIERA 


ANGULO EN PQSICIQN PRINCIPAL Q NORMAL: Con- 
sideremos tm sistema de coordenadas tal que su origen sea el vertice 
de un angulo y uno de sus lados eoincida con el eje positivo de las 
X. El lado del Angulo sobre el eje de las X se llama lado inicial y el 
otro lado final. Esta posicion de un angulo en mi sistema coordenado 
bidimensioiial se llama posicidn principal o normal. 


Y 



.-A 

1/9 \ lado inicial 


fig. 7 


Se dice que im angulo pertenece al primer cuadrante (LC.) cuando 
estando en posicion normal, su lado final cae dentro del primer cuad¬ 
rante. Ejemplo:60° ,-330° ,25°,etc. 

Una definicion similar rige para los angulos pertenecientes a los 
demas cuadrantes. 







Ejemplo: 100°,-200° € IIC 
-119° 6 IIIC 
- 10 *, 710 ° eivc 
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ANGULOS COTERM1NALE S: Son aquellos que, estando en posi¬ 
cion normal, tienc lados finales coincidentes. 


Ejemplo: 30° y -330°, -10° y 710°, etc. 

ANGULOS CUAPRANGULARES : Son aquellos que, estando en 
posicion normal, su lado final coincide con el eje X o con el eje Y. 

Son fingulos cuadrangulares: 0*,90°,180°,270° y todos sus cotermi- 
nales. 


Supongamos que a sea im angulo no cuadrangular y en posicion 
normal, y P(x,y) un punto cualquiera diferente del origen, en el lado 
final del angulo. Las seds razones trigonometricas de a se definen en 
terminos de la abscisa, la ordenada y el radio de P, como sigue: 



ordenada 

radio 

!! 

i he 

cos eca — 

radio _ 

r_ 

sena = 

ordenada 

y 

cos a — 

abscisa 

radio 

II 

-4 IS 

sec a ~ 

radio _ 

abscisa 

r 

X 

tga = 

ordenada 

abscisa 

_ 1L 

X 

ctga — 

abscisa _ 

ordenada 

X 

V 
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Y Y 



Fig. 10 


De estas definiciones se obtienen las siguientes identidades fmida- 
mentales: 

senat cos eca ~ 1 tact — sen 2 a cos 2 a = 1 

cos or ' 

cos a sec a — 1 ctga = 1 + tg 2 a = sec 2 a 

tga ctg a — 1 I + ctg 2 ct — cos ec 2 a 


VARIACIQN DE SIGNO DE LAS RELACIONES 
TRIGONOMETRIC AS 


Sea a mi angulo cualquiera en posicion normal y P nn pimto cualquiera 
de su lado final. Sea OP — r, r >0. Luego el signo de los valores de las 
relaciones trigonometricas de a depende del signo de las coordenadas 
de P. 


Si a es mi angulo del primer cuadrantc, P tiene ambas coordenadas 
positivas, luego todas las relaciones trigonometricas de a son positivas. 


Haciendo irn analisis analogo, se puede determinar que si a £ 
I7C ? (x < 0, y > 0), serdn positivas seno y cosecante; las denies nega¬ 
tives. Si a £ llIC,(x < 0 ,y < Q)> seran positivas tg y ctg las dermis 
negativas. Si a £ IVC, (x > 0, y < 0), seran positivas cos y sec y las 
demas negativas. 
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Y 




sen y csec (+) 

Todas {+) 

II 

I 

!ll 

IV 

tg y ctg (+) 

cos y sec (+) 


fig. 12 


RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS 
" CUADRANGULARES 


Ei lacio terminal de estos angulos coincide con uno de los ejes coor- 
denados. Luego se tiene: 


1.- Para 0° : r — r, x = r, y = 0 

Y 



sen 0° = ~ = 0 

cos 0° = - — 1 


cos ec 0° no esta def. 
sec 0° ~ 1 
ctg 0° no esta def. 
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2- Para 90°: r — r,x — 0,2/ — r 


j P(0,r; 

o _ . 


.$£- 


Fig. 14 


sen9Q° = J = 1 
cos 90° = 0 
tg 90°no esta clef. 


cos ec 90° — 1 
sec 90° no esta clef. 
ctg 90° - 0 


3.- Para 180°:r = r, x — — r, y = 0 



sen 180° — 0 
cos 180° = — 1 
tg 180° - 0 


co sec 180° no esta def. 

sec 180° ~ —1 

ctg 180° no esta def. 
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4.- Para 270 °:r — r, x — 0, y = — r 




Fig. 


16 


sen270° - -1 co sec 270° - -1 

cos 270° — 0 sec 270° no esta def. 

tg 270° no esta def. ctg 270° = 0 

EJEMPLOS: 

L- Hallar el valor de: tg tv cos —- + sec 2tv — cos ec^~~ = A 
Soiucion: A=0*0 + 1 — (— l) = 2 


2.- ,?,De que cuadrante debe ser 0 si cos 6 es negative? 
Soiucion: Como cos0 < 0 ==> Q e II6 III C 
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RAZONES TRTOONQMETRI CAS DE ANGULOS 

NEGATTVOS 


Sea a € /C y P(x,y) un punto de su lado final, OP= r. Luego 
—a 6 IVC. Sea P\{x\, y\) un punto sobre su lado final tal que OP = 
OP 1 = r 


Y 



Fig. 19 


r = r, jc ~ aq, y = —x/i 

—y 

/. 5en(—a) — ™ —-— —senot 

. x 

cos(—o) — ^ ~ — coso 

*<?(-«) = £ = 

sec(--Oi) --- sec a 

cos ec(—a) = — cos eca 


ctg(~~a) = —ctga 
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EJERCICIQS: 


1.- Calcular el valor de: 


Resp.:^ 


tg 2 SQ° 4- sen? 30° - sen 2 45° 
tg 2 6 0° + ctg 2 45° — ctg 2 30° 4- cos 2 60° 


2.- Detenninar los valores de cos a y ^a,si sena — ff,a E IIC 

3„- Si senA — cos A = 0, A £ /C*, hallar cos ecA 
Rcsp.: cos ecA — \/2 

. .sen(—3G°) -f- cos 90° cos ec(— 45°) 

4.~ Deterimnar el valor de: ---- 

tg 2 (-6 0°) + 2 


Resp, 


RAZQNES TRIGQNQMETRICAS DE ANGULOS COM 



Fig. 20 

d 2 — P\ P 2 — (cos (.3 — cos a) 2 -f (sen[5 — sena) 2 

— cos 2 (3 — 2 cos (3 cos a -f- cos 2 a + sen 2 (3 — 2, sen [i sena. -f .sen 2 a 

— 2 — 2 cos (3 cos a — 2 senftsena 
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Se hace girar el AOPyPi en el sentido del reloj tal que P 2 coincida 
con el pirnto (1,0). Luego a — ft queda en posicidn normal y las nuevas 
coordenadas de P\ son Pj (cos (a — /?), sen (a — ft)) 


Y 



F»2t 


d 2 = [1 — cos (ck — f 8)} 2 4- [0 — sen(a — ft)} 2 
— 1 - 2 cos (a — ft) 4- cos 2 (a - ft) 4- sen* (a - ft) 

= 2 — 2 cos (a — ft) 

.*.2-2 cos (a — ft) = 2 — 2 cos ft cos a - 2 senftsena 
.*, cos(a — /?) = cos a cos ft 4- sena senft 
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2.- COSENO DE LA SUM A 


Como la formula anterior es una identidad, reemplazando fi por 
—/?, se obtiene: 


cos (a — (—/?))= cos a cos (—/?) 4- sena sera(—/?) 



3.- SENG DE LA SUMA 


sen(a + 0) = cos [90° — (a 4- /?)] — cos [(90° — a) — 0\ 
— cos (90° — a) cos j3 4~ sen,(90° — a)senj3 

= senct • cos (3 4- cos a • send _ 

sen (a 4- (3) = sena cos / 3 4- cos a sen(3 


4.- SENG DE LA DIFERENCIA 


En la formula ant-erior reemplazando (3 por se obtiene: 
sen(a — (3) = sena cos j3 — sen{3 cos a 


5.- TANGE NTE DE LA SU MA 


tg(a+(3) 


sen{a 4- (3) 
cos (a 4- 0) 


sena * cos j3 4- senj3 ■ cos a 
cos a * cos $ — senasen/3 


cos O' cos (3 


tg(a 4- 0) 


tga. + tg(3 
1 - tga ■ tg/3 








6.- TANGENTE DE LA DIFERENCIA 


En la formula anterior se reemplaza (3 por -/5, 


tg(a - (3) = 


tga - tg/3 
1 -f tga * tg/3 


EJEMPLOS: 


1.- Determinar el valor de tg75° 


SOLUCION: 


tg 75° = tg(45° + 30°) 


i#45° + £g30° 

1 - £<j45° 

■ tgr30 o 

i + f 

3-fV3 

3 

i _ i/1 

X 3 

-E, 

j 

946^43 

12+6\/3 


9-3 


3+%/3 . 3+%/3 
3-v^ 3+V3 


2 + V3 


2.- Demostrar que: 


sen(a - /5) 

---~~ = ctgfj — ctga 

sena sen/3 


DEMOSTRACION: 


sen(a — (3 ) sena cos /3 — sen/5 cos a 

sena • sen/5 sen a • send 

sena * cos [3 sen/3 cos a 
sena • sen/5 sena sen/5 

— ctg/3 — ctga 
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3.- Demostrar que cos 75° - sen 75° = sen (-45°) 
DEMOSTRACION: 


cos 75° — sen75° — cos(45° 4 30 (> ) — sen( 45° 4- 30°) 


” cos 45° cos 30° — sen 45° sen 30° — senAo° cos 30° — sen30° cos 45° 


— ^ . iA __ V2 4| __ i 3/2 

2 2 2 ' 2 2 * 2 2 ' 2 

= ^ = sen(—45°) 

EJERCICIOS: 

X.- Si tga = ~ ? seca < 0, sec — ~r, sen ft < 0, determinar el valor 
de: 

sen,{a 4- ft), £<?(/? — a), cos ec [90° — (a 4- ft)] 

Resp.:tg(ft — a) — 

2. - Demostrar que: 

1 4 - ctqia, 4 ft)ctga _ 

-----—- = ctgp 

ctga — ctg(a 4 ft) 

3. - Si tga — | y (3 — 45° hallar tg(a — ft) Resp.:| 

FORMULAS D E REDUCCI ON 


Sea a mi angnlo cualquiera: 

1.- Para (90° 4ft) 6 (| -4 a) 

sen (90° 4- ft) — sen90° cos a. 4 cos 90°senft — cos a 
cos(90° 4 ok) — cos 90° cos a — sen90°sena = —sena 




tg{ 90° 4 a) — 
ctg (90° + a) = 
860(90° + ck) — 
cos 00(90° + a) 


sen( 90° + at) 

cos a 

cos(90° + a) 

—sena 

1 

1 

tg{ 90° 4- a) 

-ctg a 

1 

1 

cos (90° 4- a) 

—sena 

1 

1 

sen (90° 4- a) 

cos a 


— —ctg a. 


-co sec a 


sec a 


Haciendo mi desarrollo analogo se obtiene que: 


2.- Para (180° — a) 6 (n — a) 


sen (180° — a) 
cos(180° — a) 

tg( 180° - a) = 


~ senl80° • cos a — cos 180° sena = sena 
- cos 180° cos a -f senl89°sena. = — cos a 
sen(180° — a) __ sena 


cos(180° — o:) — cosa: 


-tga 


3.- Para (180° ~f a) 6 (tv + o;) 

sen (180° -f- a) — senl80° * cos a -f sena ■ cos 180° — —sena 
cos(180° + a)= cos 180° cos a — senl8Q°sena — — cos 
tg( 180° 4 - a) — tga 


4.- Para (270° - a) 6 (f - a) 

sen( 270° — a) — — cos a 
cos(27Q° — at) — —sena 
£#(270° — a) — ctg a 


5- Para (270° + a) 6 + a) 

sen (270° + a) = — cos a 
cos (270° + a) — sena 
tg( 270° + a) = ctg a 

jjObtenga todas las razones trigonom^trlcas resfcantes!! 
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EJEMPLOS: 


1-- Determinar el valor de: cos 0° • sen 450° • 135°) 

SOLUCIQN: 


cos 0° • sen 450° ■ £p(-135°) - 1 • se?i(360° -f 90) [-tg(9Q° + 45°)] 

— —sen 90° [— ctg4b°] 

= 1-1 = 1 


2„- Resolver V# £ [0, 360°] 

sen 9 — —| 

SOLUCION: sen 9 < 0 9 £ III 6 IVC 

Se sabe que sen- — | 

a) Si 9 £ IIIC : 

.*. sen(7r + 0) = —send = — | 

.\0t=7T + J = 

b) Si # E /EC : 5 e 77 ,( 27 r — $) — —send — —~ 

/. 9 — 2iv — ^ — — 

RJERCICIOS: 


1.- Expresar sen(—1.583)° en funcidn de un angulo agudo. 
Resp.: — cos 53° 

2- Determinar el valor de ctg~- . Resp.:~l 
3.- Resolver para 9 £ [0, 2tt) 


a) cos 2 # 
h) sec 9 - 

tg 2 g~i 
senf? 


c) 


Resp.:{f,f,f ? f} 

Resp.:<£ 

b-p-R. 
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4.- Expresar en su forma mas simple : 

sec(180° + a) + ctg( 90° + a) * £g(180° + a) 

5 - Demostrar: 

seri(180° — a) ctg{ 90° — a) cos (360° — a) _ ^ 

~ig(180° + a) ^(90° + a) sen(-a) 

6 .- Completar el siguiente cuadro, usando el angulo de referenda: 


RAZON 

ANGULO 

120 ° 

135° 

150° 

210 ° 

225° 

240° 

300° 

315° 

330° 


sen cos tg ctg sec co sec 


RAZONES TRIGONO METRIC AS DEL ANGULO 
~~ DOBLE 


Si en las identidades correspondientes a sen(a 4- ft), cos (a + ft) y 
tg(a + ft) 

se hace a = ft,so obtiene: 


1- sen‘2a — sen (a + oft — sen a cos a + sena. cosa 


/. sen,2a = 2 sena cos a 


2 .- cos 2 a — cos(a + or) = cos a * cos a 


sena • sena 
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cos 2a ----- cos 2 a — sen 2 a 
— 1 — 2 sen 2 a 
= 2 cos 2 a ~~ 1 

3*- tq2a — - iDemostrar! 

1 — tg l a 


RAZONBS TRIGONOMETRICAS DEL 
ANGULO MEDIO 


1.- Se sabe qiie cos 2a — 1 — 2sen 2 a 


sena = ±J Ossete 
haciendo a — | ? se obtiene que: 


sen | = i 


signo se determina segun el cuadrante al cual 


pertenezca de | 


2.- Se sabe que cos 2a — 2 cos 2 a — 1 


cos a = dt\i — — 


haciendo a; — |,se obtiene que: 


cos | = El signo se determina segiin el cuadrante al cual 


pertenezca de | 


3.- Demostrar tg 


6 __ send 
2 1 -f C03 0 








37 


EJEMPLOS: 


1.- Hailar el valor de seril 20° 


senY20° — sen(2 • 60°) = 2sen6Q° cos 60 
Soluclon: _ 9 ^5 i Va 

“ Z ‘ 2 ' 2 2 


2.- Si ctga = =“,a 6 /VC. Determinax sen2a,cos 2a ty tg(7r + 
2a) 


SOLUCION: 

Si ctga — Sp, a € IV C seraa = yf, cos a — /ga = -jf 

sen2a = zsemcos a — 2 • — ygg- 

cos 2a = 1 — 2sen 2 a — 1 — 2(-yr) 2 = 1 — ^ — 3^9 
. , „ . . „ 2tga 2 • Ojf) _ if _ -120 

*»(*■ + = tg2a = - 1 _ (=f )* “ lg “ »» 


3.~ Demostrar que: 


sen2A 
1 — cos 2A 


— ctgA 


Demostracidn: 

sen2A 2senAcos A _ 2 sere A cos A _ 2 sen A cos A 

1 - cos 2A ~ 1 - (1 ~ 2sen 2 Aj ~ 1 - 1 + 2sen 2 A 2sen 2 A 


cos A 
seroA 


= ctgA 


4- Demostrar que: tg § — 

Demostracidn: tqi = --1 amplificando por 2sercf se obtiene: 

z cos - 

2sen 2 | 1 — cos 0 
2sen| cos | 


send 
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5 -- Si sec a — — “ , a (E IIIC. Determinar sen f y cos(37r -f f ) 
SOLUCION: a G III C =» § 6 II C 



EJERCICIQS: 







TRANSFORMACION DE PRQDUCTQS A SU3VIAS 

Y VICEVERSA 
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L- TRANSFORMACTON DE PRQDUCTQS A SUMAS: 


Be tiene (pie: 

sen(a + (3) — sena cos (3 + sen(3 cos a 
' sen(a — j3) = sena cos (3 — senj3 cos a 


sumando miembro a miembro, se tiene: 
sen(a + (3) + sen(a - j3) — 2 sena cos 0 


sena cos (3 = 


1 

2 


sen(a + f3) + sen{a — /?)] 


Analogamente, restando se obtiene: 


sen(3 cos a = ^ [sen (a + /?) — sen(o; — /?)] 


v cos (a + d) — cos a cos ,0 — sena sen(3 I , - , „ 

o\ \ ' 0 sumandormembroa rmem- 

' cos(o: — p) = cos a cos p + -sena senp | 

bro,se tiene: 

cos (a + ,6) + cos (a — /?) — 2 cos a cos (3 


cos a cos (3 — \ [cos(a + /?) -f cos (a — /?)] 


Analogamente, restando se tiene: 


sena sen(3 = -tt [cos(a + /?) — cos (a — /?)] 


II.- TRANSFORMACION DE SUMAS EN PRQDUCTQS 


Si en las formulas anteriores se hace: 

a + j3 = x \ o = | (x + y) 

a-p = y I P = \{x-y) 
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Sustituyendo se obtiene: 

1 )senx 4- seny — 2 sen~ (x -f y) cos ~(x — y) 

2 cos ~ (x -f y) sen-t (x — y) 
2 cos | (x + y) cos | (x — y) 
— 2$en~(x 4- y)senl t {x — y) 


2 )senx — seny 

3) cos x + cos y 

4) cos x — cos y 


EJERCICIOS: 


E~ 


cos 76 — cos 5 6 

Demostrar que: -—-- — tgoo 

senoo — senlb 


Demostracion: 


cos 76 — cos 5 6 


-2 sen-66 ■ sen6 


sen56 — sen7S 2 cos 66 * sen(—<5) 
—.se?i6(5 * seni5 

tg66 


— cos 66 ■ send 


2- Demostrar que: cos So: 4- sen2a — senAa — (1 — 2 sena) cos 3a 


Demostracion: 

cos 3a 4- (sen2a ~ senAa) = cos 3a 4- 2 cos 3a - sen{— a) 

— cos 3a — 2 cos 3a • sena 
~ (1 — 2 sena) cos 3a 


3.- Demostrar que: 


1 4- seny. — cos y 
1 4- seny 4- cos y 


= *02 


Demostraci on: 

1 + seny — cos y 4- sen 2 | -f sen 1 - cos | 

i 4- seny 4- cos y _j_ cos 2 | 4- sen| * cos | 

4- cos |) 

cos ^ (cos I 4- senf) ® 2 
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E JE RCIGIQS: 

sen2ct + senSa — sena 

1.- Demostrar que: ----—;-— tgza 

cos 2 a 4- cos 5a + cos a 

2~ Demostrar que: sen20° • sen4Q° - sen 80° = | y/3 
3.- Demostrar que: sen 2 5a — sen 2 2a = sen!a. ■ sen3a 

OBSERVACION: 


Considerando que las razones trigonometricas cumplen con la defini- 
cion de fund on, en adelante hablaremos de funciones trigonometricas 
en vez de razones trigonometricas. 


GRAFICA DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 


Variaciones de las funciones trigonometricas: 


Funcion\6 

0 a 

a 

90° 

90° 

a 

180° 

0 

O 1 
00 
r— { | 

a 

270° 

270° a 

360° 

sen 0 

o 

a 

1 

1 

a 


0 

0 

a 

— 

1 

— 



cos 0 

1 

a 

0 


a 


- 1 


a 



0 

a 

1 


0 

a 

4 - oo 

— 

oo 

a 

nm 

0 


E 


— 

oo a 

0 

ctg 6 

4-oo 


0 

a 

__ 

CO 

4 -co 

a 


0 

a - 

- oo 

sec 6 


m 


K 


□ 

-1 

e 

i 

a 


-j~0G (X 

1 




D 

m 


E 



-1 

— 

1 a 

— oo 


Observacion: En los graliens trigonometricas siguientes, el Eje X 
esta medido considerando ir — 3,14 

GRAFICA DE SENO: (-oc, +oo) —* [-1,1] / /(*) = senx 



Scno (Fig. 23) 
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Se trazan dos paralelas al Eje X, una por 1 y la otra por -1. Despu6s 
de 27T la grdiica se repite, entonces se dice que el periodo del seno es 
2?r. 

GRAFICA DE COSENO: (-oc, 4-oc) —* [-1,1] / f(x) = cosx 



Coseno (Fig. 24) 


Se trazan dos paralelas al Eje X, una por 1 y la otra por -1. Despu^s 
de —• la grafica se repite, como de — | a ~ hay 27r, entonces se dice 
que el periodo del coseno es 2 tt. 

GRAFICA DE TANGENTE : R- k e zj —» (-oo, +oo)/ 

f(x) = tgx 



Tangente (Fig. 25) 


Se trazan tres paralelas al Eje Y, una por ~~ ~ otra por | y otra por 

3tt 
2 ‘ 

Despues de ~ la grafica se repite, como de — | a ~ hay tt, entonces 
se dice que el periodo de la tangente es 7r. 
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GRAFICA DE CONTANGENTE: R-{ki r, 1:62} —* (- 00 , + 00 )/ 
f(x) ~ cot gx 



Cotangente (Fig. 25) 


Se trazan dos paralelas al Eje Y, una por 0 y la otra por n. 
Despues de 7 T la grafica se repite, entonces se dice que el perfodo de 
la cotangente es 7r. 

GRAFICA DE SECANTE: R-(2* + l)=,fceZ} -> 

R - (-1,1) / f(x) = sec x. 



Secante (Fig. 26) 


Se trazan dos paralelas al Eje X, una por 1 y otra por -1 y se trazan 
ires paralelas al Eje Y, una por otra por | y otra por Despues 
de 2tc la grafica se repite, entonces se dice que el perfodo de la secante 
es 27T. 
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GRAFICA DE COSECANTE: R-{fc7r, k € Z} —>• X) / 

f(x) — cos ecx 



Cosecante (Fig. 28) 

Se trazan dos paralelas al Eje X, una por 1 y otra por -1, y se trazan 
das paralelas al Eje Y, una por 7r y otra por 2 tt. 

Despues de 2tt la grdfica se repite, entonces se dice que el perfodo 
de la cosecante es 27T. 


EJERCICIOS: 


1. ~ a) Graficar: f(x) = sen(~ ~~ x ) 

b) (Ymparar con el grafico de f(x) — cos x ^Que puede concluir? 

2. - a) Graficar: f(x) — tg{ 270° — x) 

b) Comparar con el grdfico de f (x) — cot gx £,Qu6 puede concluir? 

3. - ^Que concluye al comparar los graficos de f(x) — sen(180° + x) 

con el de / (x) ~ senxl 
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ECUAC1QNES TRIGQNOMETRICAS 


Definicidn : Se llaman Ecuaciones Trigonometricas, aquellas ecua- 
ciones que contienen razones trigonometricas de angulos desconocidos 
y que son v^lidas unicamente para determinados valores de dichos an- 
gulos. 

Ejemplo: 

senx = 0 => X\ — 0 

X 2 

Chequeo de las soluciones: Si los valores encontrados son solucion, 
deben satisfacer la ecuacidn. 

Si: — 0 sen 0 — 0 x± — 0 es solucion. 

Si: x 2 = n ==> sen 7r = 0 x 2 — 7r es solucion 

/.El con junto solucidn — S — {0,7r) 

Si una ecuacidn tiene una solucion, tiene en general, un conjunto 
infmito de soluciones. 

Soluciones generales: sen x — 0 => Xj = 0 -f 2 nir, n 6 Z 

x 2 — ft + 2n7r, n € Z 

Perlodo: 2 tt 

En general veremos soluciones particulares en las cuales; 0 < x < 
2?r 

RECOMEND ACIONBS PARA REDUCIR LAS. 

ECUACIONES 

TRIGQNOMETRICAS A TIFOS MAS ELEMENTALES; 


a) Expresar todas las funciones que intevienen en la ecuacion en 
terminos de una sola funcion de un mismo angulo. 

b) Reiuiir todos los terminos en un solo miembro. 

c) Descomponer en factores, siempre que sea posible. 


C 
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EJEMPLO: 


Resolver la ecuacion : sen x — 2 sen x cos x = 0 


SOLUGION: sen x — 2 senx cos x = 0 


senx (1—2 cos x) — 0 ==^ a) senx — 0 => x± — 0 + 2n?r 

:r 2 = 7T + 2n7T 


b) 1 — 2 cos x = 0 


cos x = | ==>- x 3 — | 4- 2mr 

.t 4 — ~ + 2n-7r 5 — {0,7r, |, —} 

OBSERVATION; 


Generalmente, al elevar al cuadrado ambos miembros de una ecuacion 
o al eliminar denominadores, se introduccn soluciones extranas. Todos 
aquellos Angulos que no satisfacen la ecuacibn original deben ser elim- 
inados como solucion. 

EJEMPLOS: 


1.- Resolver : V# £ [ 0, 2 tt), sen xcosx = 0 

SOLUCION: 


senx cos x — 0 a) senx = 0 => x = 0 4- 2kir = 0 (k = 0) 

=> a; = 7T -f 2&7T = 7T (fc = 0) 

b) cos x — 0 => x — f 4- 2fc7r = ~ (k = 0) 
x — ^ 4 2kiv — ~ (k — 0) 

.•.S={0,ir,f,f} 
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2.- Resolver : \fx E 0, —-] , sen2x = cos 2x 


SOLUGIQN: 


sen2x = cos 2x ==>■ tg2x — 


a) 2»=f+ fe7T=»a: = f + f (& = 0, 1, 2) 

b) 2x = f + ^7r^2r = f + f = (A: = 0,1) 

. o _ f JT &7T 97T \ 

* * D — l 8’ 8 7 Si 


3 - Resolver VO E [0,27r), cos (9 - serj# = cos 26? 

SOLUGIQN: 


cos 9 — send — cos 2#/ 2 

cos 2 # — 2sen0 cos 0 + sen 2 # = cos 2 2# 

1 — sen 20 = cos 2 2# 

1 — sen29 = 1 — sen 2 20 

sen 2 20 — sen20 — 0 =>- sen29{sen2Q — 1) — 0 

=> a)sen20 =■ 0 =3>' 2# = 0 + 2A:7T =>■ # = for — 0,7r(fc — 0,1) 

20 ~ 7T + 2k% =4 0 = § +&7T = |. *y(fe = 0, 1) 

h)sen26 = 1 20 = ^ + 2 A; 7 r f + kir — 4 , “f* {k = 0,1) 

(las denies soluciones son soluciones extranas) 


4.- Resolver Vx E [0, 2vr] 


2 cos 2x 4- tqx — 2 

, «, x sen a; 

Solucion: 2(1 - 2sen 2 x) H-= 2 

cos X 

_ senx 2(2senx cos x)senx — senx 

4 sen 2 x -= 0 ==> - - — . 

cos X cos X 

senx(2se.n2x — 1) = 0, con cosx ^ 0, =» 
a)senx — 0 ==$► x = 0 + 2kiv — 0, 2tv (k — 0,1) 

X — 7T + 2 k'K = 7T (A: = 0) 
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x 


h) sen2x = \ 2x — | + 2 k'K =» a? ™ ^ + &7r = ~ (A; = 0,1) 

2jc = & + 2for=> ® = f§ + &7r = ff, ^ (fc = 0,1) 

. Q~ /n ir 9 -tt I4l &Zr 1TV 1 
* * * 3 A/ » 12’ 12 ’ 12’ 12 J 

EJERCICIQS : 


Resolver Va? G [0, 2tt] : 


1. sen2x~—senx Resp.:{0, ^ ? tt, 

2. 2cosar senx 4- 2 cos x = 14-sen.-r Resp.:{~, 

3. cos eca; 4- ctgx — \/3 Resp.:{§} 

4. cos 3a; — cos x — cos 5x 

t> . T 7L 2E. 57T TV 3tt 11tt tt 9x TV 15tt 1 
X\esp..| ’ 2 5 6 ’ 6 ’ 2 ’ 6 ’ 8 ’ 8 ’ 8 ’ 8 J 

Resp.:{|,f} 
Resp.:tf> 


5. = 2 — cfcra; 

1+cosaj 

6. senx cos x — 1 
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS 


Sea y — senx. Sabemos que para cada valor de x se obtiene un y, es 
decir si conocemos el Angulo, el valor del seno de ese angulo es unico. 
Sin embargo, si conocemos el valor del seno de un angulo, ese angulo 
puede tomar infmitos valores. 

Ejemplo: senx — x = f, X’ e ^ c * 


Esto sucede porque las funciones trigonometricas no son biyectivas. 
Para que lo scan, y por lo tanto posean inversa, es necesario restringir 
los dominios de ellas. 


Hechas estas restrieciones, se definen las funciones trigonoraeiricas 
inversas de la siguiente forma: retomando nuestra funcion inicial y — 
senx y intercambiamos x con y, es decir x — seny, de donde al despejar 
y, se obtiene y ~ arcsenx que se lee, v y igual arco seno de x”, y llamada 
funcidn inversa del seno. La funcidn arco seno de x representa el angulo 
cuyo seno es x. 

A continuacion veremos las grdficas de las funciones trigonometricas 
inversas con sus caracteristicas principales. 

1.- Para f(x) = arcsenx siendo sen : [-|,f] -> [-1,1] y arc sen: 

[if 4] 



seno (Fig. 29) 
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arco seno (Fig. 30) 

Observacion: 

Si la grafica de / (:c) = sen x se rota en 90° en sentido contrario a las 
manecillas de un reloj y luego se invierte sobre si misma se obtiene la 
grafica de f(x) — arc sen x. Lo mismo sucederd en las demas funciones. 


2.- Para f(x) ~ arc cos.r,siendo cos : [0 ,tt] [—1,1] y 

arc cos : [—1, 1] —> [0,tt] 



arco coseno (Fig. 31) 

3.- f{x ) — arctgx, siendo tg : ( —f, |) —> JR y arc tg : R —^(—| , 



arco tangente (Fig. 32) 
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Graficar las demas fimciones inversas, determinando su dominio y 
rccorrklo. 


RTEM PLOS : 


1 .- Calcular y = arc sen considerandola como: 

a) relacidn inversa 

b) fimcidn inversa 

SOLUCION: 

a) y = arc sen^ => seny — vp 

f | + 2 k7r : k E Z 
. . V — ^ ^ 2kir , k E Z 

es deck, arcsen^ represents cualquiera de los angulos cuyo seno 

/S ,/3 , 7T ^ r_7T 7rl 

b )y — ore senY seny = V V ~ 3 e L 2> 2J 

es deck, arc sen, ^ representa cl unico angulo que pertenece al do 
ininio restringido de la fimeion seno correspondiente al recorrido de la 
funcion arc seno. 


2- Deterrainar el valor de tg(arctgfi ) 

SOL UCION: 

Sea arc tgy — a tga = y 
tgiarctgy) = tga — y 

r , a N - 5 I _ 63 

3 .- Demostrar : tg [arc seny— 5) - arc cos 13 J 16 






Demostracion: 



Fig. 33 



Sea a = arc sen(-~ ’~) => sen a — —| a 6 /V C 
Sea p = arc cos — =4 cos P ~ = : => P € I C 




« - tgp 

1 + if/ a * tg p 


^ _ 12 
4 5 _ 63 

-] 3 32 16 

1 4 ’ 5 


4.- Resolver 2 arc c£</2 4 arccos | = arc cos ec x 
SOLUCION: 


3 

Fig. 35 Fig. 36 

Sea a = arcctg2 ====> cif/a — 2 =» a € / C 
Sea p = arc cos | =» cos /? = | =£> p 6 IC 

2a 4 - p — arc cosecx- =4 cos ec (2a + 0) — x 

1 _ ___!_ 

sen(2a 4- /?) ser?,2a ■ cos P 4 cos 2a * sen/? 

1 _ 

2sena - cos a cos /? 4 (1 — 2sen 2 a) sen/? 
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o . _L 

1 y/5 


JL . ? 4.(1- 2 ■ -) 
vS 5 + V 1 z 5 / 


12 1 12 

25 + 25 


25 

24 


EJERggOS: 

1 . - Calcular: 

a) cos (arc £<?(-§)) Resp.:^^ 

b) arc cos (t# (— ~|-)) Resp.:-™ 

c) arc cos ec ^ Resp.:| 

2 . - Demostrar: 

a) 2arctg /f = arc cos *=f 

b) sen (2 arc sen x) = 2 x\A — 

x l~2 V§±1 _. 7T 

c) arc cos y f — arc cos — g 

3 . - Resolver: 

a) arc cos x —■ arc sen x — arc cosxy/3 Resp.; jO, ± |} 

b) 2arc ctg2 + arc cos | = arc cosecx Resp.:{^} 

c) axcctg^r + arc ^9 = 0 Re.sp-:</> 




GEOMETRIA ANALITICA 

CQQRPENADAS 


Si consideramos la recta de los nmneros reales (M), nos encontramos 
trabajando en un sistema unidimcnsional. 


< 




Fig, 37 


Sistema Unidimensional: 


*4 


-f—j.- [ - 4 -----> 

- 2-1012 ... 

Fig. 38 


A todo punto P en el eje le corresponde Tin real y a todo real n le 
corresponde un punto. 

Es decir: Si: P 6 Eje A, 3 n 6 M / P <^ 4 . n.siendo 
n la coordenada de P. 

(El pmito P con coordenada n, se denota: P(n)) 

0(0) es el ORIGEN del sistema. 


Sean Pi(x\) y P^fa) dos pimtos dados de una recta. Para deter- 
minar la longitud del segmento Pj P 2 se tiene: 
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Qf\ 4 . P\l\ = OP2 + P1P2 — x 'i 


P 1 P 2 — x 2 ~ ^1 

La longitud de mi segmento se obtiene restando a la coordenada del 
punto final, la coordenada del punto inicial. 

De esta forma: P2P1 = x \ ~ ^2 
= ”(^2-^1) 


P2A - -AP 2 

Bstos segmentos se denominan segmentos dirigidos. 

La distancia entre dos puntos se define como el valor absolute de la 
longitud del segmento rectilfineo que los une, es dear: 

\PJ\\ = W\\ 

BJEMPLOS: 1 ) Determinar la distancia determinadas por el 01 igf n 
y los siguientes puntos: 

a) P{ 2 ) 

g olucidn: \OP\ — 2 = \PO\ 
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b) A(- 7 ) 

Solucion: hagala 

c) 5(0) 

Solucion: \OB\ — 0 = j BO\ 

Luego: \OB\ =0^0 ~ B 

2,~ Con ios datos del problema anterior, detemiinar : |Pv4| 

Solucio n: \PA\ = j(— 7) — (2)| — |—9j — 9 
o tambien \AP\ — j2 — (— 7 )| = |9j = 9 

Si consideramos dos rectas de mimeros reales: L\ y donde: 
L\ D L 2 — {0} — ORIGEN del sistema. 

Con esto se da origen a un sistema bidimensional. 

Graficamente: 
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EjeYe 

Ejedelas 

Grifenadas 



(EjeX) O (EjeY) — {0} = OBI GEN del sistema. 

Si: (EjeX) 1 (EjeY) se origina mi sistema bidimensional nxito: 


piano 7T xy 


EJEY 



EJEX 


Una abscisa y utia ordenada forman las COOEDENADAS KEG- 
TANGULARES de un punto, las que se denotan mediante una pareja: 

P(absrisa,ordenada) — P(x>y), con: x, y € E, 

jjA todo punto P del piano (tcxy) le corresponde un unico par 
ordenado y a todo par ordenado le corresponde un unico punto!! 
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A1 segmento determinado por el origen del sistema y un pimio P 
del piano, se le llama: RADIO VECTOR, siendo jORj = r 

Si: v / 0 , r es considerado, siempre, positive. 

Los ejes dividen al piano ttxy en cuatro cuadrantes: I, II, III y IV. 
Signo de las coordenadas ubicadas en los cuadrantes: 

I: (+,+) 

n: (-,+) 

III: 

TV: (+, -) 

Al Sistema Coordcnado Rectangular, tambien se le llama,: SIS- 
TEMA DE COORDENADAS CARTESLANAS. 


EJERC1CIOS : 

1.- Dados : Un Sistema Cartesiano. 

A(3,0) 

B(-1,0) 

C(8,0) 

0 ( 0 , 0 ) 


a) Ubicar los puntos en 7Txy 

b) Determinar: \OA\ 

\OB\ 

\oc\ 

\BG\ 

2.- Dados: Un Sistema Cartesiano. 

D( 0, ~4) 

E( 0,2) 

F(G. 9) 

0 ( 0 , 0 ) 


a) Ubicar los pnntos en Tr^y 

b) Determinar : \OD\ 

\OE\ 

\OF\ 

\DF\ 
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3.- Con los dates de las problemas: ( 1 ) y ( 2 ), determinar: 

a) \AD\ 

b) \AE\ 

c) \AF\ 


4.- Dados los siguientes pimtos: P( 2 , 3 ) y Q(6 , 6 ) 

a) Ubicar los puntos en n X y 

b) Trazar una paralela al Eje X por P. 

c) Trazar una paralela al Eje Y por Q. 

d) (ft Eje X) n (// Eje Y) - {S} 

e) Determinar las coordenadas del punto S. 

f) Determinar: \PQ\ 


GENERALIZACION DE L ULTIMO PROBLEM A: 


Dados: P x (x u y x ) y P 2 (x 2 ,y 2 ) 
Determinar: |PjP 2 | 


DES.: Racer una gr4fica con los datos dados. 
Trazar una paralela al Eje X por P 1 
Trazar una paralela al Eje Y por P 2 
(" Eje X) n (// Eje Y) - {S} ' 
Determinar las coordenadas de S. 

Determinar : jPjSj 
Determinar: |SP 2 | 

\P 1 P 2 ? = \PiSf + \SP 2 1 2 

\PlPl\ = (y 2 - 

|I,a distancia se define como no negativai 

EJBRCICIOR 


L- Dados los pimtos : Pi(-3,2) y P 2 (5,-1). Determinar-: \PJ\ 
Resp.: y/73 
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2 .- Dados los puntos: P,(3,3), P 2 (- 3,-3) y P 3 (SVZ, 3V3). 
Deterniinar el tipo de triangulo generado por los puntos dados. 
Resp.: equilatero 

3 - Dos de los vertices de un triangulo equilatero son los puntos: 

(-1,1) y (3,1). Deterniinar las coordenadas del tercer vertice (dos 
soluciones). 

Resp.: (1,1 ± 2V3) 

4.- Deterniinar la ecuacion algebraica que expresa el hecho de que 
el pimto (x,y) equidista de los puntos: (-3,5) y (7,-9). Resp.: 
hx — 7y — 24 = 0 

DIVISION DE UN SEGMENTQ EN UNA RAZQN PAPA 


Teorema: Si Pi (aq 7 y\) y 1 2 (^ 2 , Vs ) son los extremos del segmento 
P 1 P 2 y Pi 3 '-, y) divide a P\P% en la razon r — &P entonces las coor¬ 
denadas de P, son: 


X 


x 1 + rx 2 
1 + r 


V\ + ry 2 
1 + r 


^ — 1 


DEMOSTRACION: 


EJEY 



Ai proyeccion de Pi sobre eje x 
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A proyeccidn de P sobre eje x 
A 2 proyeccidn de P 2 sobre eje x 
73j proyeccidn de Py sobre eje y 
B proyeccidn de P sobre eje y 
B -2 proyeccidn de P 2 sobre eje y 

For geometrfa elemental A Pi I A\ ~ A P 1 A ~ A P 2 I A 2 


PiP 

*'* PPi 


MA 

d.dl.2 


pero A\ {x \, 0), A(x : 0) y A 2 (x 2 ,§) 


- ElL 

PP 2 


X — X\ 

x 2 ~~ x 


X\ + rx 2 
1 4 • r 




-1 


Procediendo de la misma forma con las ordenadas, se tiene: 




P\P _ B\B _y-yi .. 2/i + nfe _ _z , 

_— 1 — 7 ■— 4-— — 71 — -j 7 -m- 1 

pp 2 bb 2 y 2 -y l + r 

Caso part icular: Si P es pimto medio del segmento dirigido P\P 2 , 
entonces r = 1, y : 


x ~ 


X 1 + X‘2 

2 


y = 


2/i + 3/2 

2 


Observaciones: 


1 . - Las razones deben ser consideradas con su signo, por tratarse de 

segmented dirigidos, 

2. - Debe tenerse cuidado con la sustitucion de coordenadas. 

3. - Si el punto de division es externo al segmento dirigido P\P 2y la 

razon r es negativa. 


EJEMPLO: 


Los puntos extremes de im segmento son jFj(2,4) y P 2 (8 , —4). De- 
terminar el pimto P(x, y) que divide a este segmento en dee partes tales 
que: 
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i\P : ++i - —2 

SQLUCION: Como r es negativa, P es un pimto exterior del seg- 

mento. Haga el gralico aplicando la formula se tiene: 

i = £l +rx 1= _ 4 »+r», == fc S = 12 

1 + r 1 ' 1 + r 1 

P(—4, 12 ) 

Otra forma: 


Escribiendo las razones directamente se tiene: 


r = === = . . — —2 x — 8 — —4 + 2.t x -- —4 

PPi 2-m 

P'i.P y p 4 

r = ==: = --- —2 => y + 4 = -8 + 2y ==> y = +12 

+ +i 4-1/ 

P(—4,12) 

EJERCICIOS: 


Dados: +j(l,4) y + 2 ( 6 ,G) ,determinar: 

a) Las coordenadas del punto P(x 7 y), que divide al segmento di- 
rigido P 1 P 2 en l a razon: r == 3 

Resp.: +(4,1) 

b) La razdn en que el pimto +(4,1), divide al segmento dirigido + 1+2 
Resp.: r — 3 

c) La raz 6 n en que +2 divide al segmento dirigido P\P. 

Resp.: r = —4 

d) Las coordenadas del punto medio del segmento dirigido + 1+2 
Resp.: (3,2) 
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PENDIENTE DE UNA REGTA 


Dadas: L\ y L% 

Li fl L 2 - {P } 

Se forman dos paxes de dngulos opuestos por el vertice. 
Graficamente: 


L2 



OEFINICIQN : ANGULO DE DOS RECTAS DIRIGIDAS: Es aquel 
formado por los dos lados que se alejan del vertice. 

Ejemplo: a 


Li || i 2 


Si : Sentido de L\ Sentido de L 2 o> — 0° 

Si : Sentido de Lj opuesto Sentido de L 2 « = 180' J 


S6lo trabajaremos con angulos menores o iguales que 180°. 


DEFIN1CION : ANGULO DE INCLINACION: Se llama angulo de 
inclinacion de una recta, al angulo formado por la recta (considerando 
su sentido hacia arriha) y el Eje X (considerando su sentido positive). 
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Graficamente: 

Y 



0° < Angulo de Inclinacion de < 180° 


DEFINICION: PENDIENTE O COEFICIENTE ANGULAR: La 

pendiente o coeficiente angular de ima recta corresponde a la tangente 
de su angulo de inclinacion. 


Sea: a; Angulo de inclinacidn de L, 
Pendiente — m — tga 


a agudo =>pendiente positiva => m> 0. 
a obtirso pendiente negativa => rn < 0. 

Si: L || {Eje Y) —> L _L {Eje X) 

/.Angulo de Inclinacion =.... 

Pero: tg9Q° no estd delinida. 

/.La Pendiente de nna recta paralela al Eje Y o perpendicular al 
Eje X, no existe. 

La caracterfetica de las coordenadas de este tipo de rectas es que la 
abscisa es siempre... 

TEOREMA: Si Pi (x 5 , yi) y P 2 (^ 2 , t/ 2 ) sow dos pirntos de una recta, 
. - in , 

entonces m =-, Xj Y x 2 

x 2 - ar a 



65 


Demostracion: 



L— recta que pasa por P\ y P 2 
a ~angulo inclinacidn de L 
a—Angulo B F\ F\ 

Por trigonometria se tiene: m — tga 

V2 - yi yi ~ m 


m 


X 2 ~ Xi X\ — X-2 


' j ^ x 2 


bp a 

P 1 B 


EJEMPLO : 

Dados A( 1, 6) y B( 8,-5)yleterrninar: 

a) la pendiente de la recta AB 

b) El angulo de inclinacidn dc la recta AB 


S OLUCION: 
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rr} _ Mr5) = il _ _li 

a i m 1-8 —7 7 

b) a = arc tg (—^) = 122”28'16" 

ANGULO DE DOS RECTAS 

Dados: L\ y L 2 

L\ D i ‘ 2 = {C} 

L T n {Eje x) = {,4} 

L 2 n {Eje x) = {£} 

02 Angulos Suplementarios que forman L\ y L 2 
Grafieainente: 



y 0 2 siempre so van a medir en sentido positivo. 
En cada angulo se va a encontrar: 

Recta Inicial =^Pendiente Inicial 
Recta Final=^ Pendiente Final 
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En 0\ se tiene: L\g s la Recta.. 

m\ es la Pendiente. 

L 2 es la Recta. 

m 2 es la Pendiente.. 

En 0‘z se tiene: L 2 es la Recta. 

m 2 es la Pendiente. 

L\ es la Recta. 

mjes la Pendiente. 

Se determinard d\ y 9 2 en funcion de las pendientes (mi y m 2 ). 

De los lados que for man los angulos 8\ y 9 2 se tiene: 

Galculo de 9\: En A ABC ; a 2 = a i + ==> = <^2 ~ 


tg Oj = tg(a 2 - ai) 




m 2 — mi 

1 4- mi • ?n 2 


tqaa-tffQi 

i+t0»2t9<n 


Calcuio de fl 2 : En A ABC, 9 2 — oq + (180° — a 2 ) 


tg 8 2 — tg(a.i 4- (180° - a 2 )) — £ 9 ( 0:1 — a 2 ) 


£<901 — £ga 2 
1 + tgaitgcX'i 


tg9 2 = 


mi — m 2 

1 4- vnivnz 


(Siempre se va a restar: La Pendiente Final mence la Pendiente 

Inicial del angulo en referenda). 

m 2 — mi . . . 

Resumiendo: tg() — .. ., donde: m j m 2 7^—1 

1 -f m,\rn 2 


Donde: mj es la Pendiente. 
m 2 es la Pendiente. 


CASOS ESPEOALES : 

a) RECTAS PARALELAS: El dngulo que forrnan es de: .. 0 .. 

tg0° = tglSQ° = 0 = => m 2 - rrq = 0 =* m k = ?n 2 

Recfprocamente: 

f 9 — Q° 

Si: mi — m 2 =*» £ 9 # — 0 S (9 = xgo° 


6 















b) RECTAS PERPENDICULARES: En este caso: 0 


No es posible emplear la formula : tqO — -— —. 

1 -f mim-2 

porque: tg9Q° —? 

Pero es factible escribir la formula coxno cot g : 


cot g$ — 


1 + m\m<i 
m 2 — m-i 


cot gQ0° ~ 0 — 


1 -j- m-\ m 2 
m 2 - rn { 


1 -f mi m 2 — 0 ==> rn-yrr^ ~ — 1 


Reeiprocaraente: 

Si: mi'm 2 = — 1 cot g0 = 0 =>■ 0 = 90° 

.*, h\ _L L 2 m\rn 2 = — 1 


EJ ERCICIOS: 


1 . - Dados los siguientes puntos : A( — 2,1), 0(1, 5), C(10,7) y .0(7, 3) 

a) Determinar el tipo de cuadrilatero (pie se forma. 

b) Determinar la rnedida del angulo agudo. 

2 . - Dados: A(2, 5), B(8,-1) y C(- 2,1) 

a) Determinar el tipo de triangulo que ellos forman. 

b) Determinar la medida de cada uno de los angulos interiores del 
triangulo. 

3. - Dados: A(2,4), 0(7,3),(7(6,~2) y .0(1,-1) 

a) Determinar el tipo de cuadrilatero. 

b) Demostrar que sus diagonales son perp endic/ulares. 

c) Demostrar que las diagonales se dividen, mutuamente, en partes 
iguales. 
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DEMQ STRAGIQN DE TEOREMAS GEOMETRICOS 

Los metodos de la Geometria Analitica perxniten demostrar los teo- 
remas de la Geometria Elemental. Lo principal es poder nbicar, la 
figura geometrica, en la forma mas conveniente, en el sistema coorde- 
nado, de tal manera que las coordenadas de sus puntos principales scan 
lo mcLs simple posible. 

EJEMPLOS : 

1. - Ubicar un triangulo en un sistema cartesiano, de tal manera que 

la cantidad de variables sea la menor posible. (Buscar dos solu- 
ciones). 

2. - Dados: Cuadrilatero ABCD 

E punto medio del segmento AB 
F punto medio del segmento BG 
G punto medio del segmento CD 
H pimto medio del segmento DA 

Demostrar que el cuadrilatero EFGH es im paraleldgramo. 

LA LINEA RECTA 

DEFINICION: 

Lrnea recta es el conjimto de puntos (o lugar geornetnco) tales que 

tomando dos puntos diferentes cualesquiera Pi(x\FJi) V P'i{ x 2-> JJ 2 ) de 

■1)2 — m , 

61, el valor de la pendiente 75 m” calculada por: rn =-, Xj A x 2 , 

x 2 — 

resulta siempre la misma constante. 

Sabemos que dos puntos, distintos, Pi{x u y±) y P 2 (£ 2 , 2 / 2 ) determi- 
nan una linica recta, cuya pendiente es: 

y 2 _ y t 

m — -- —.Xy A x 2 

x 2 - Xy 
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Si se toma otro punto de la recta P(x 7 y} 7 entonces se va a terser la 
siguiente ecuacion: 

th - y\ _ y - vi 

x 2 - X\ x - Xi 

Esta es la ecuacidn de la recta que pasa per los puntos 1\ y P LDe 
esta ecuacion, prActicamente, se deducen todas las otras ecuaciones de 
la recta. 


Ej.: Determinar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos: 
4(2,1) y B(— 6 , 5). 

FORMAS ESPECIALES DE LA ECUACION DE LA RECTA: 


a) Ecuacion de la recta que pasa por dos puntos: Es la forma pre- 

\y~yi V2 - yT 


sentada. anterxormente, es decir: 


x — X\ 


X2 ~ X 1 


b) FORMA PUNTO PEN 1 )IENTK: Como: 


p2 ~ 

-y.i 

m — 

X?. - 

zx± 


entonces la ecuacion anterior queda de la siguiente forma: 


V Vl - rn =» k - Vi = m (x 


x~x 1 

Esta ultima expresion es la ecuacion pedida. 

Ej.: Determinar la ecuacidn de la recta que pasa por (3, —4) y forma 
im Angulo de 60° con el Eje X. 


c) FORMA ORDENADA EN EL ORIGEN: Entenderemos por or- 
denada en el origen a la ordenada del punto de interseccion de la 
recta con el Eje Y. Por lo tanto, en el caso anterior, si el punto 
(xi 7 yj) es (0,6), entonces la ecuacidn queda de la siguiente forma: 
y — mx + b 


Ej.: Determinar la ecuacion de la recta con pendiente -3 y que 
intersecta al Eje Y en el punto (0,7). 
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d) FORMA SIMETRICA: Si la recta intersecta al Eje X en (a, 0) y 
al Eje Y en (0, 6),entonces, aplicando la forma (a), se tiene: 


^ a(y — 6) = —bx ==> ay — ab -f- bx 0 


bx + ay = ab j ^ ===^ 


XEX 

LoJLJl 


-1 


Determinar la ecuacion de la recta que intersecta al Eje X en 
el punto A(- 2,0) y al Eje Y en el punto B( 0, 5). 


ALGUNAS ECUACIONES ESPECIALES DE RECTA: 


a) Graiicar ima recta paralela al Eje Y, que pase par el punto (3, 5). 
Determinar otras coordenadas de esta recta. La particuJaridad 
de todos estos puntos es que: Las abscisas son. 


La ecuacidn de ima recta perpendicular al Eje X o paralela al Eje 
Y es: x — n, n € M. 

b) De acuerdo a lo anterior la ecuacion del Eje Y es: x —.-. 

c) Graficar ima recta paralela al Eje X, que pase por el punto (4. ~~2). 

Determinar otras coordenadas de esta recta. La particuiaridacl 
de todos estos puntos es que:... 

/.La ecuacidn de ima recta perpendicular al Eje Y o paralela al Eje 
X es: y — n, 

d) De acuerdo a lo anterior la ecuacion del Eje X es:.-. 

ECUACION GENERAL DE LA RECTA. 


Todas las ecuaciones que hemos visto anteriormente tienen la forma: 

Ax 4- By + C — 0. 

Todas las ecuaciones de esta forma representan una recta., donde, 
necesariamente, A o B deben ser no nulos. 

Esta ecuacion se llama: Ecuacion de Primer Grado en dos variables 
o Ecuacion Lineal. 
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Ahora vainos a chequear si realmente uria ecuacion de este tipo rep- 
resenta una recta. Para esto analizaremos, en la ecuacion, el coeflciente 
de ”y”, es decir:. 

Se pueden presentar dos casos: 5 = 065^0. 

Caso 1: B - 0 : Si: B = 0 ==» A / 0. 

/.La ecxiacion queda como: Ax A C = 0 

• Ax — — C = » x — ^ qxie es la ecxiacion de ima recta paralela 
al Eje....por el pimto. 

Case 2: B =4 0: La ecxiacion queda de la forma: Ax+By+C = 0 / -g 
A y A ~ — 0 => V — § que es la ecuacidn 

de una recta de pendiente: rn — . y ordenada en el ori¬ 
gin:.. 


Ej.: Dad a la siguiente ecxiacion: 3x — by A 2 = 0 
Determinar: 

a) Su pendiente 

b) Tres pimtos de la recta, 

CQNDICIQN DE PARALELISMO: 


Sean: 

Li : A\x A B\y A — 0 
b 2 : A 2 3: A P 2 ?/ 4- C*2 — 0 


m L . 


m L2 = 


Sabemos que : Lx || Z /2 

Ai A 2 ^ 

“7b "” n 2 . 


Li IIL 2 Aji?2 ~~ -B 1 A 2 = 0 


Ej.: Dadas: 

L\ : 2x A 3y — 1 = 0 
L 2 : 4x + 6?/ A 7 = 0 
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Determinar si: L i || In 


CONDXCION DE PERPENDICULARXDAD: 


Sean: 

L\ : A.\X + B\y + C\ ~ 0 
Ij2 : A%x -f- 1$2 y C-i — 0 


mL 1= . m L 2 ~ 


Sabemos qne : L\ 


J_ L 


J 2 




Al 

Bx 



/, L\ J_ L 2 ^ /I1A2 ~f D1S2 — 0 

Ej.: Dadas: 

L\ : 3 x — 2-4* 3 — 0 

1/2 : 4x 4- 6y — 1 ” 0 


Determinar si ellas son perpendiculares. 


CQNDICION PE COINCIDENCI A: 


Sean: 

Li : A\x + B x y + C\ = 0 
h ‘2 : -f- H 2 2 / d- C * 2 — 0 

Li coincidente con L 2 /ii ~ C'x = &C 2 con 

k ± 0. 

Ej.: Dadas: 

Li : x 4- 2t/ 4- 3 = 0 
L 2 : &c + 6y + 9 — 0 


Determinar si ellas son coincidentes. 
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FORMA NORMAL PE LA ECUACIQN DE LA RECTA 


Una recta tambi6n es posible detenninarla conociendo la distancia 
del origen a la recta y el angulo qne este segmento forma con el eje 
x- A1 angulo entre el segmento perpendicular a la recta y el sentido 
positive del Eje X lo llamaremos zu y a la longitud del segmento la 
llamaremos p. 

Sean: 0 origen del sistema 
A £ Ij 
(MJ-L 
OA — p 

Y 



Angulo entre: OA y el Eje X = w 

.'.Las eoorclenadas de A son (p cos zupp sen w). 

.*.E1 angulo de inclinacion de la recta es: 90° 4 tu 
/.La pendiente de la recta es: m — tg( 90° 4- zu) —■ — cot g w 
/.Si se tienen: El punto A y la pendiente rn de la recta, entonces se 
conoce la ecuacion de la recta, aplicando la forma Punto Pendiente, 
es decir: y — p sen zu = — cot g w(x — p cos tu). 


y — psenzu = — p cos zu) 

J 1 sente \ r / 

Realizando las simplificaciones del caso, se tiene: 


cos tu 4 • y sen zu — p = U[ 
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Observacion: 


Si la recta pasa por el origen p — 0. En este caso se supone que la 
recta esta dirigida hacia arriba del origen y por lo tan to 0° < w < 180°. 


EJ EMPIjO : Determinar la ecuacidn normal de la recta que no pasa 
por el IIIC, cuyo angulo de inclinacion es de 120° v la distancia del 
origen a la recta es de 5 unidades. 


SOLUCION: 



p = 5 

120° - tu + 90° =» w = 30° 

forma normal de L es: 

x cos 30* -4- y sen 30° — 5 — 0 

J\x 4- \y — 5 = 0 
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REDUCCION DE LA FORMA GENERAL PE LA 
ECUACION DE UNA RECTA A LA FORMA NORM AL 


Sea Ax + By + C = 0 la forma general de una recta (*) x cos vo -f- 
y sen vo — p — 0 su forma normal. Si ambas ecuaciones representan 1a. 
misrna recta, sns eoeficientes son proporcionales. Luego: 


1) cosw — kA => cos 2 vo — k 2 A* 

2) senvo — kB sen 2 w — & 2 B 2 

3) - p — £6^ 

De (a) Jfe = z ^A _ 5 yl 2 + B 2 ^ 0 


k 2 (A 2 -f B 2 ) = 1 (a) 


COS G7 


_A_ 

Jrx/dDYf 51 


sen 


e 




P=~- 


c 


±V‘A 2 +B 2 


en (*) 


A ? ^ C __ n 

i\/A 2 -f- B 2 :fc\/A 2 -f B 2 ' dt\/A 2 B B 2 

Es evidente que no podemos usar el doble signo del radical. Luego 
debemos notar que: 


a) Si p 7 ^ 0, debe ser positivo, luego en 3) k y C deben ser de signos 
distintos. 

b) Si la recta pasa por el origen, p — 0 y C = 0 . y 0 < w < 
180°,eaitonces 

sen tu > 0. Luego en 2) k y B deben tener el mismo signo. 

c) Por ultimo si B — C = 0 ,entonces senvo = 0 w ~ 0° =>■ 
cos w = 1 . 

Luego de 1 ) k y A deben tener el mismo signo. 


EJEMPLO: 


Reducir la ecuacion 12x ~ 5y ~ 52 = 0 a la forma normal y hallar 
p y vo 
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SOLUCIO N: 12x — 52/ — 52 = 0(*) 

Como C = —52, fc > 0 

r _ i._ ^ X 

7144+25 13 

Multiplicando (*) por i se tiene ffa: + y - § = ° (forma normal) 
=> cos ro = H y sen w — => ro € /V C 

ro — arc cos — y p — 4 


APTjTCACIQNES DE LA FORMA NORMAL 


l.~ Distancia de im p imto a ima recta . 


Veremos la distancia desde mi pimto dado a ima recta ciiya ecnacion 
es conocida. 

Y 



Sea L mia recta y Pi im pimto ^ L. Por I\ tracemos una recta 
iJ ± L. 



Sea M su interseccion. Para obtener las coordenadas de M, hace- 
mos: 

Sea Ax + By 4- C — 0 la ecuacion de L ,siendo m — — ~. 

Como TJ X l, m' - f 
Luego la ecuacion de TJ es: 

y~y i - §(# - # 1 ) Bit* - Ay - (Bxi - Ayi) ~ 0 

Resolviendo el sistema entre L y & se obtiene que las coordenadas 
de M son: 




ABx\ —A 2 yj +BC 
A 2 AB ' 2 


X 


B 2 x\-AB yy-A C 
A 2 -\-B 2 


.‘.la distancia entre M v P\ es: 




(l — i CI 


x/A 2 i-n 2 


llamada distancia no dh'igida entre Pj y L 


Esta ecuacion es valida para todas las posiciones de L. 

Teorema: La distancia no dirigida entre mi printo Pi (# 1 , 2 / 1 ) y una 
recta Ax + By + G — 0 es: 


Teorema: La distancia dirigida entre mi punto I\ (#j, y{) y la recta 
Ax P By P C = 0 es: 

|. Axi i By\ ) C \ _ 

d-.VTP j /P 1 siendo r = zky/A? P B 2 

en donde el signo del radical se elige de acnerdo a: 


a) Si G -f- 0, r es de signo contrario a C. 

b) Si C — 0 y B yT Q, r y B tiene el mismo signo, 

c) Si C = B — 0, r y A tienen el mismo signo. 




Observaciones: 


1 .- Si la recta no pasa por el origen, d es positiva si F\ y el origen estan 
en lades opuestos de la recta. En case contrario, d es negativa. 



Fig. 55 


d\ > 0 
d 2 < 0 

2 - Si la recta dada pasa por el origen y P estd por arriba de la lecta, 
entonces d es positiva. Kn caso contrario, d es negativa. 
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Ejemplo: 


Deterrainar la distancia dirigida y no dirigida de la recta x-~y —5 — 0 
al punto P( 3,4). 

SOLUCIQN: 


Y 



a) distancia dirigida: como P y 0 estan al mismo lado de la recta, 
”d” debe ser negativa. 


13+(-l)*4-5 

V2 


-6 

V2 


3V^ 


b) distancia no dirigida: 


d - |—3%/2| - 3V2 


2- Ecuacidn de las bisectrices de los angulos suplem entarios formados 
por dos rectas dadas que se cortan: 


Sean Ax P By P C — 0 y Ax -f B'y + C r = 0 las eeuaciones de 
L y I! respectivamente: Sean: Lj y L 2 las bisectrices de los angulos 
suplementarios. 
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v v 



Fig.53 


For geometna elemental, la bisectriz de un angulo es el L.G. de los 
puntos equidistante de los lados del angulo. 

|dx| — \d 2 \; \d%\ — |d 4 | 

Como u di y d 2 y “cf 3 y d 4 ” seran nuinericamente iguales, la in- 
terpretacion anah'tica conducixfa a la misma eeuacion para ambas bi¬ 
sectrices. For esto se hace necesario considerar a d\,d 2 Az y d 4 como 
distancias dirigidas para poder hacer una distiiicion entre L\ y L 2 . 

Pai-a P sobre L 1: P y el origen estan en lados opuestos de L\ luego 
d { es positiva. 

Analogamente d 2 - 

Luego para Li’di~d 2 (1) 

Para P sobre L 2 , P y el origen estan en lados opuestos de L, luego 
d$ es positiva, en cambio d 4 es negativa. 


Luego para L 2 : dz — — d 4 


( 2 ) 



Lnego para (1) 


Ax -f- By -j~ C 
"±sfA r VB 2 


-. ■■■■■ j~^^ d~====~ ecuaciones de la bisetriz L\ 

±vZ 2 + B '* 


Para (2) 


Ax + By 4~ C 
By/A 2 4~ -B 2 
EJEMPLO: 


A x 4- B y 4- C ., ^ , u - + - r 

- —- - . .ecuacion de ia rasectnz u 2 

±VA'* + B ‘ 2 


Hallar las ecuaciones de las bisectrices de los angulos formados por 
las rectas x 4~ y ~ 1 — 0 y 2x — y + 1 = 0, y demostrar que son _L entre 

si. 


SQLUCION: 


Y 



a) d x = d 2 


2 x~y +1 


X-\ y—1 

V2 


2x/2x 


s/2y 4" \/2 — ~ yfox 


vo — > 


la ecuacion de B es: (2\/2 4“ \/5) x 4- (V5 — y/2j y 4- \/2 — y/5 — 0 



S3 

b) da = -di 


a + ^ 1 = ~ V 1 =*■ v'&e + V§y - /5 = 2^2* - \/2y + 

n/2 +\/5 

\/2 =$>■ 


(V5- 2\/2) ^ + (\/5 + V2) y — \/5 — -\/2 = 0 es la ecuacion de B'. 


-2\/2 + Vo 

mi = —7=-p-,% 


-1 =>son _L 


Vs- 


_ 1 2a/2 

V5 +V2 




5 — 8 
5-2 


FAMIU A PE LINE AS RECTAS 


Vernas que una recta queda determinada cuando conocemos das 
condiciones indeperidientes de ella. Luego, una recta que satisfaee solo 
una condicion no es unica, bay infinitas rectas que la eurnplen. 


Definicion: La totalidad de rectas que satisfacen ima linica condicion 
geom^trica se llama familia o haz de rectas. 


Por ejemplo, todas las rectas cuya pendiente es 3 forman ima lamilia 
de rectas paralelas. 

Analxticamente esta familia puede representarse por la ecuacion. 


y — 3a: -f k 7 siendo k G K 



Fig. 55 
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A1 asignarle un valor a k , obtenemos la ecuacion de ima de las rectas 
de esta familia. 


Otro ejemplo seria el de la familia de rectas que pasan por el punto 
P(2, 3), cuya ecnacion es: y — 3 — k{x — 2) donde k es la pendiente. 
Esta ecnacion no incluye la recta x — 2 annque pasa por (2,3). 


En general k recibe el nombre de parametro de la familia. 


Es de especial interes la familia de rectas que pasan por la in- 
terseccion de dos rectas dadas. Sean L\ : A\X 4- B\y 4- C\ — 0 y 
1/2 * ^' 2 ' x 4~ B 2 y + C ~2 — 0 dos rectas que se cortan en f\ (xijji). 


Consideremos la ecnacion: 

(*) ki(AiX 4- Biy 4- Cj) 4- k 2 {A 2 x -f B 2 y 4- C 2 ) — 0, & { y k 2 con- 
stantes cualesquiera menos el case en que ambas sean cero. Demostraremos 
que es la ecnacion de la familia de rectas que pasan por 1\. 


Como kij k 2 son constantes, la ecnacion anterior representa una 
recta. Como P j 6 L-i y => 


AiXj + Btyi + C\ = 0 


A 2 X‘i 4- B 2 y i 4- C 2 — 0 


Si en (*) hacemos x = Xj } y = y \,obtenemos k\ * 0 4- &2 * 0 — 0 que 
es verdadera VAqy £t 2 . 


(*) representa todas las rectas que pasan por P\{x\yy\) 


En particular, si k\ ^ 0. k 2 = 0,obtenemos de (*) L\ y si k\ = 
0 , ft 2 7 ^ 0 , de (*) obtenemos L 2 


Sin embargo no nos interesa obtener L\ y L 2 de (*) 






$5 


De (*) si k\ ^ 0, obtenemos: 


A\x 4 - Bpy 4 - C\ + | 4 - B^y 4 - C%) — 0 
Ayx 4 - B\y 4 - G\ 4 - k(A%x 4 - B-py 4 - 0%) — 0 


Esta ecuacion nos permite obtener la ecuacion de una recta que 
pasa por la interseccion de dos rectas dadas sin tener que buscar las 
coordenadas del punto de interseccion. 

EJEMPLQS: 


1.- Determinar el valor de k para que la distancia del origen a la 
recta x 4 ky — 7 — 0 sea 2. 

SOLUCION: 


•' 1 k y 7 °/' , v - 

7u~& x + %75+P y " 71fe 5 = 0 


. 7 

■ * vTTfc2 




2.- Una recta pasa por el origen y por la interseccion de 3x+2y —14 — 
0 y x — 3y — 1 = 0. Hallar su ecuacion, sin determinar el punto 
de interseccion. 

SO LUCIO N: 3a; + 2y - 14 4 k(x - 3 y - 1) = 0 


(0,0) e recta —14 — k 0 ^ k, ^ -14 


Ecuacion pedida es x — 4y — 0 



u 


EJERCICIOS: 


1. - Determinar la ecuacion de la recta que pasa por (3,-4) y forma 

un angulo de 60° con el Eje x. 

Resp.: Xy/Z — y — 3\/3 — 4 = 0 

2. ~ Dado el triangulo : /1(4,5), B(— 2,0) y (7(2, —3),determinar la 

ecuacion de la mediana que pasa por C. 

Resp.: liar+ 2y-16 = 0 

3. - Determinar las intersecciones con los ejes de la recta que pasa 

por el panto (1,6) y es perpendicular a la recta de ecuacion: 2x f 
3y — 7 = 0, Resp.: x — —3 ; y — § 

4 - Empleando haz de rectas, determinar el miembro del ha z que 
pasa por la interseccion de :2x -{- y — 2 = 0 v x — y + 7 — 0 y 
que es perpendicular a la recta de ecuacion: x + 6y — 3 = 0. 

Resp.: 3x + 6y — 27 = 0 

5. - Empleando haz de rectas, determinar la pendiente de 1a, recta 

que pasa por el origen y por la interseccion de : x — 4 y -f 1 = 

0 y 3 t 7 h y 4- 2 = 0. Resp.: 13x 4-117 y — 0 

6. - Determinar la ecuacion de la recta que pasa por el punto en 

que:2# -f 3y — 8 = 0 intersecta al Eje X y es perpendicular 
a la recta que pasa por los puntos: ,4(1,3) y 13(2, — 1). 

Resp.: 77 — 4y — 4 = 0 

7. - Determinar la ecuacion de la recta que pasa por la interseccion de 

las diagonales del trapecio cuyos vertices son: A(l, 0), B (0, 2), C (—3 
1) y D(— 1, — 5) y que es paralela al Eje Y. 

Resp.: a: = — | 

8. - Empleando haz de rectas, determinar la ecuacion del miembro 

que pasa por el punto (1,2) y el punto de interseccion de las 
medianas del triangulo de vertices: (2,0), (—5,1) y (—3,7). 

Resp.: 2x -f 9 y — 20 = 0 

9. - Determinar la ecuacidn de la familia de rectas que son perpen- 

diculares a la recta de ecuacion: 77 — 3y + 6 = 0 . 

Resp.: 3a7 + y — 3t:^ — 2/i == 0 
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10.- De terminal la ecuacidn del haz de reetas que pasa por la intersec- 
ck>n de las rectasrx+y — 5 = 0 y 4x-\~y-hl = 0. Hesp.: nix — 
y A 7 A 2m = 0 


CIRCUNFERENC IA 


DEFINICION: 


Es el lugar geometrico, de todos los puntos del piano, que equidistan 
de un pun to llarnado centro. 

Graficar una circunferencia de centre 0. 

Marcar un punto A en hi circunferencia. 


RADIO : Segment© que une el centro de la circunferencia con un 
punto cualquiera de la circunferencia.(OA) 

Marcar otro punto B en la circunferencia. 


CUERDA : Segmento que une dos puntos distintos, de una rnisma 
circunferencia. (AB). 


DIAMETRO : Es una euerda que contiene al centro de la circunfer¬ 
encia. 

Si: C E ©or 
D £Qor 
OeCD. 


Entonces: CD es un diametro de la circunferencia de centro 0 y 
radio r. 

SECANTE : Recta que intersecta a la circunferencia en dos puntos 
distintos (AB) 

TANGENTE : Recta en el misrno piano de la circunferencia, que la 
intersecta en un unico punto. 

Si: j fl ©or = A 

Entonces j es una tangente a la circunferencia de centro 0 y radio 
r en el punto A. 

ARGO : Es una porcion de circunferencia limitada por dos puntos 
de ella. (AB). 
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ALGUNAS PROPIEDAPES : 


1- En una inisma circunferencia, a arcos de igual medida, correspon- 
den cuerdas de igual medida (Graficar). 

2. - Un diametro perpendicular a una cuerda, divide a la cuerda en 

dos partes de igual longitud (Graficar). 

3. - Un didmetro perpendicular a una cuerda, divide ai arco que sub- 

tiende a la cuerda en dos partes de igual longitud (Graficar). 

4. - En toda circunferencia, las cuerdas de igual longitud equidistan 

del centro de la circunferencia. (Graficar). 

5. - Los arcos de una circunferencia comprendidos entre dos cuerdas 

paralelas son de igual longitud. (Graficar). 

6. - Todo radio es perpendicular a la tangente en el punto de tangen- 

cia. (Graficar). 

7. - Las tangentcs trazadas desde un punto exterior de una circunfer- 

encia tienen igual longitud. (Graficar). 


Veamos aliora la circunferencia desde el punto de vista de la Geometrfa 
Analftica. 

Determinaremos la ecuacion de una circunferencia con centro en el 
origen del sistema y radio r. 

Si 0 es el origen del sistema, entonces las coordenadas de 0 son:. 

Sea P(x,y) un punto cualquiera de la circunferencia, entonces la 

distancia de 0 a P se llama:. 

.\ \OP\ = r 


Aplicanclo la formula de distancia se tierie: 


T 2 ] 


Elevando al cuadrado ambos miembros, se tierie: 1 x P W* . 

Esta es la ecuacion de una circunferencia con centro en el origen del 
sistema y radio r. 
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Ah ora se determinara la ecuacion de una circunferencia con centre 
en C(h , k ) y radio r. 

Si G es el centre de la circunferencia y P(x 7 y) un punto cualquiera 
de la circunferencia, entonces aplicando la definicidn de circunferencia 
se tiene: 


\CP\ - r 

Aplicando la formula de distancia se tiene: 


Elevando al cuadrado ambos miembros, se tiene: ( x 
Esta es la ecuacion de una circunferencia con centro en (A k) v 
radio r. 


EJERGICIOS: 


1. - Determinar la ecuacion de una circunferencia con centro en el 

origen del sistema y radio 3. 

Resp.: x 2 + y 2 = 9 

2. - Dada la siguiente ecuacidn de una circunferencia: x 2 + y 2 = 5. 

Determinar su centro y radio. 

Resp.: C(0,0), r = V5 

3. - Determinar la ecuacion de la circunferencia de centro (—5,1) y 

radio 2. 

Resp.: (x -f 5) 2 4- (y — l) 2 = 4 

4. - Determinar si la ecuacion : x 2 -f y 2 + 6x + 4y 4- 12 — 0 representa 

una circunferencia. En caso afirmativo, deterrninar su centro v 
radio. (Sugerencia: Tratar de dar a la ecuacion presentada, la 
forma de la ecuacion de una circunferencia con centro en (A k)) 


GENERALIZACION : Desarrollando la ecuacion: 

(;x — h ) 2 + (y — k) 2 — r 2 

Se tiene: .... 

Colocando todos los elementos en el primer miembro, se tiene: 


x 1 4- y 2 — 2 hx — 2 ky + (A 2 4 k 2 - r 2 ) = 0 
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Si: —2h — D, —2k — E, h 2 + k 2 — r 2 = F 


Entonces la ecuacion queda de la siguiente forma: 
x 2 + y 2 + Dx + Ey + F — 0 

Ahora, partiendo de la ecuacion : x 2 +y 2 F Dx + Ey F F — 0 veamos 
si ella representa una circunferencia. 

Asociando, se tiene: (a: 2 + Dx) F (y 2 4* Ey) — ~~F 


Sumando: (~) 2 4- (| ) 2 & ambos miembros, para formar cuadrados 
perfectos, se tiene: 


x 2 + Dx F (f) I + y 2 F Ey -f (f) — -F + (f) F (f) 


m 2 , ( e \ 2 


Lo anterior es ignal a: [x F 4~] 2 -f [y F f ] 2 = — F F (y) 2 + (§) 


2 k 2 

Si: —FF ) + (^) >0, entonces la ecuacion anterior representa 
una circunferencia de: centre— y, — ^)y 


radto - yJ-F F (f)" + (f) ' 

Si: — A h (y) 2 + ("f) 2 — 0,entonces la ecuacion representa solo un 
pimto: 




m 2 


S --F+Lj 

lugar real. 


+ (f ) 2 < 0,entonces la ecuacion no representa im 


EJERCIdOS: 


1.- Determinar la ecuacion de la circunferencia con centre en la in- 
terseccidn de las rectas: 

h i : 2x E y — 1 = 0 y 

L 2 : x — Zy + 3 = 0 y que pase por el punto: (1,-1) 

Resp.: (or — l) 2 + y 2 — 5 
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2- Determinar la ecuacion de la circimferencia con centro en (2.-3) 
v tangente a la recta de ecuacidn: Zx — ~0 Resp.: (x~ 

2) 2 + (y + 3) 2 = 13 

3. - Determinar la ecuacidn de la recta tangente a la circimferencia 

de ecuacion: 

x 2 4 y 2 — 2x 4 10 y 4 17 = 0, en el punto: (1, —2). Resp.: y = —2 

4. ~ Determinar la ecuacion de la circimferencia que pasa por los pim- 

tos, no colineales: 

4(1, 2), B(—2,0) y C(— 1, — 5).(Sugerencia: Cada punto debe ser 
solucion para la ecuacion: x 2 4 y 2 4 Dx 4 By + F — 0. En este 
caso, las incognitas son: D, E y F). 

Resp.: 17a? 2 4 17 y 2 — 49x’ 4- 65 y — 166 = 0 

5. - Determinar la ecuacion de la circimferencia inscrita en el trian- 

gulo cuyos lados tienen por ecuacion: x = 0, y = 0 y 3x 4 4y — 
1-0 

Ecsp.: (x - i) 2 + (y - ^) 2 = 4 

6 - Determinar la ecuacion de la circimferencia que es tangente a los 
ejes coordenados v que pase por el punto (1,7). 

7.- Determinar la ecuacion de la circimferencia que sea tangente al 
Eje Y, que pase por el punto (—1,-1) y cuyo centro se encuentre 
en la recta de ecuacion: 2x 4 y 4 4 = 0 


Sean: 


C\ : x 2 + y 2 4 D x x 4 E^y 4 Ej = 0 y 

C '2 : x 2 4 y 2 4 B 2 X 4 E^y 4 F 2 — 0 


Se define: 


1.- Recta de los centros de C\ y G>. como aquella recta que pasa por 
sus centros siendo: 2(Ej — —• 2{ D \ 1 JIaIElz 


su ecuacion 


2.- Eje radical de Ci y C 2 : restan do miembro a mlembro las ecua- 


0 | 


clones de Cj y <72,se obtiene: 
llamada ecnacibn eje radical 


(D\ — [E\ — E<i) y 4 iji — F‘i — 01 
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OBSERVACIONES: 


1 . - Si Cj y C 2 se cortan en dos puntos, el eje radical pasa por estos 

dos pimtos coincidiendo con sn cuerda coirnm. 

2. - Si Ci y C 2 son tangentes entre si, el eje radical es la tangente 

cornun a ambas circunferencias. 

Si Cj y C 2 no se cortan y no son concentricas, el eje radical no 
tiene ningun punto coniun con ellas. 

4. - La recta de los eentros es perpendicular al eje radical (Demuestrelo). 

5. ~ Cada par de tres circiml erencias no concentricas tiene un eje rad¬ 

ical, es dccir, hay tres ejes radicales. Si ellas no tienen ima recta 
de los eentros cornun, sus tres ejes radicales se cortan en un punto 
llamado centra radical. 


EJEMPLQ: 


Determinar las ecuaciones de la recta de los eentros y eje radical 
de : 

Ci : x? + y 2 -f 2x — Ay — 6 = 0 y C 2 : r 2 + y 2 — Ax — 2y — 0 
SQLUGION: 


a) Para Cj : Ci(—1,2) y para C 2 : C 2 ( 2 , 1 ) 

ecuacion recta de los eentros 
y — 2 = H" 1) 

b) x 2 -f y 2 + 2:r — Ay — 6 = 0 

x 2 -f y 2 ~~ Ax — 2y = 0 restando 

6 .t — 2y — 6 = 0 — y — 3 = 0 ecuacion eje radical 
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TAN GENTE A UNA C1RCU NFER ENCIA 


Sabemos que la tangente a una circimferencia es perpendicular al 
radio trazado por el punto de tangencia. 


La ecuacion de la tangente a una 0 queda perfectamente determi- 
nada si conocemos su pendiente y el punto de tangencia (o algun 
otro punto). Si tenemos uno de estos datos el otro debe dctermi- 
narsc a partir de las condiciones del problema. Consi deraremos 
tres casos: 


a) Hallar la ecuacidn de la tangente a una (8) dada y que tiene 
pendiente dada. 

b) Hallar la ecuacion de la tangente a una 0 dada en el punto de 
tangencia dado. 

c) Hallar la ecuacion de la tangente a una 0 dada y que pasa por 
iin punto exterior dado. 


Para cad a uno de estos casos, el procedimiento es similar. En 
cada caso se da una condicion. Con ella escribiremos la ecuacion 
de la fa milia de rectas que la cumplen. Esta ecuacion contiene un 
parametro que se determina aplicando la condicion de tangencia. 


EJEMPLQ: 


1.- Hallar las ecuaciones de las tangentes a la 0 Ax 2 + Ay 2 + Sx 4- 
4 y — 47 = 0 que tengan m — — | 

SOLUCrON: y = -fa: + ft 


Ax 2 + 4(lx 2 - 3 xk + k 2 ) 4- 8x + 4(—far 4- k) - 47 = 0 
Ax 2 4- 9x 2 — I2xk + Ak 2 4' 8.x — 6x 4- Ak — 47 — 0 
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13.x 2 -f (2 - 12k)x + 4 k 2 + 4 k - 47 - 0 

• fc 2 — 4 ac — 0 llamada condieidn de tangencia =>• 

( 12 * - 2 f - 4 * 13(4A: 2 + 4* - 47) = 0 
144* 2 - 48* + 4 - 208A: 2 - 208* + 2444 - 0 
—64A; 2 - 256 k + 2448 - 0/ : (-16) 

4A ; 2 + 16* - 153 = 0 =» (2* + 17) (2* - 9) = 0 =»• 

*1 = = f 

y = -§x - f =► 3 .t + 2 y + 17-0 
y = ~'~x + | =» 3x + 2y — 9 — 0 

EJERCICIOS: 


1. ~ Hallar la eeuacion de la tangente a la ® x 1 + y 2 — 2x — 6 y — 3 — 0 

exi el punto (— 1 , 6 ). 

2. - Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto 

(-2,7) ala® 

x 2 + y } + 2x — 8 y 4 - 12 — 0 

TRANSFORMACIQN DE CQQRDENADAS: 

Las Transformaciones de Coordenadas se usan, principalmente, 
para simplificar las ecuaciones o resaltar algxrna propiedad del 
lugar geom 6 trico. 

Estudiaiemas dos tipos de Transformaciones: 



En el grafico se tiene que: 


(Eje X) || (Eje X') 

(Eje Y) |[ (Eje Y’) 

0(0,0) en el sistcma XY 
Q'(h,k) en el sistema X'Y' 
P(x, y) en el sistema X Y 
P* (of ,;?/) en el sistema X r Y f 


Podemos notar qne: 


h + x' 
k + y ! 


Estas son las ecnaeiones de transformation para la traslaeion de 
ejes coordenados. 
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A1 efectuar estas sustituciones en ima ecuacion dada, se obtiene 
ima nueva ecuacion de la misma grafica, referida a los nuevos ejes 
coordenados (ejes trasladados). 


La traslacion de ejes, generalmente, se usa para eliminar los ter- 
minos de primer grado en ima ecuacion. 


EJEMPLQS: 

L- Transformar la ecuacidn x 2 + y 2 + 2x — &y - f- 6 = 0 trasladando 
los ejes al nuevo origen ( — 1,3). 

SOLUCIQN : Las ecuaciones de traslacion son: 

x = x f — 1 , y = if ■ 4-3. Reemplazando en la ecuacion dada se 
tiene: 

(af - l ) 2 + (y' + 3 ) 2 + 2{x - 1) - 6 (if + 3) + 6 - 0 
Desarrolliindola y reduciendo t 6 rminos semejantes se obtiene: x 2 + 

y 2 ~ 4 

2.~ Transformar la ecuacion 2x 2 + y 2 + 16rc — 4 y + 32 — 0 en otra de 
tal manera que carezca de terminos de primer grado. 

SOLUCIQN: 

ler. metodo: Sean x = xf + h, y = if + k las ecuaciones de 
traslacion: 

/. 2(a/ + h) 2 + (y' + A :) 2 + 16(x' + h) - 4 (if + k) + 32 = 0 
Desarroilando y ordenando se obtiene: 

2x ' 2 + y 2 + (4 h + 16)*' + {2k - 4 )y f + 2 h 2 + A : 2 +1 6h - 4fc + 32-0 
de donde: 4/i + 16--0=^fo=“4 
2fc-4 = 0=»fc = 2 

Luego el nuevo origen cs (—4, 2) y la ecuacion resultante es: 2x 2 + 

y' 2 - 4 


2 do.Metodo: Por completacion de cuadrados: 
2(:r 2 + Sx + 16) + y 2 — 4y + 4 — —32 + 32 + 4 
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2(x + 4) 2 + (y - 2 ) 2 = 4 

siendo: 

x? = a; + 4 /i — —4 

— y — 2 =>- k ~ 2 

La ecuacion resultante es: 2a / 2 + 2/ 2 — 4 
EJERC1CIOS: 

1. _ Dada la siguiente ecuacion : x 2 —4y 2 —4x+24|/-—36 = 0. Trasladai 

los ejes al imevo origen 0 '( 2 , 3 ) y determinar la ecuacion que se 
genera. 

Resp.: x 2 — 4 y* 2 + 4 = 0 

2. - Dada la siguiente ecuacion : x 2 — 2xy — oy 2 +x — 3y = 0. Mediante 

inia traslacidn de ejes c(X>rdenados, transforme la ecuacion dada 
en una (ecuacion que no contenga terminus de primer grado. 

Resp.: 12a / 2 - 60r 2 - 24 xy - 1 - 0 


RQTA.CIQN DE EJES : 


Y 



Fig. 57 



98 


En el grafico, sean (x. y) las coordenadas de P segiin los ejes 
XY y (x *, ?/) las coordenadas de P segiin los ejes X'Y': 

En el triangulo OAP: 


x = OA ~ r cos(# + a) = r cos 0 cos a — r sen 0 sen a 


y — AP — r sen(0 4- a) = r sen 0 cos a P r sen a cos 0 



En el A 0 A f P : 


x' — OA f = r cos a, ?/ — A f P = r sen a 
Sustituyendo en (*), se obtiene: 


x — xf cos 0 — y f sen 0 
y ~ x? sen 0 4- y f cos 9 


siendo 0 < 0 < 90° 


son las eeuaciones de rotation. 


Al efectuar estas sustituciones en una ecuackin dada, se obtiene 
ima nueva ecuacion de la misma grafiea, referida a los nuevos ejes 
coordenados (ejes rotados). 

La rotacion de ejes, generalmente, se nsa para eliminar el termino 
xy en una ecuacion. 


EJEMPLOS: 


1.- Transformar la ecuacion: x 2 — 2 xy 4- y 2 — x ~ 0 rotando los ejes 
45° 


SOLUCrON: Las eeuaciones de rotacion son: 


x = x ! cos 45° — y f sen 45° — ^x’ — ^y ! 
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y — x' sen 45 17 + if cos 45° = ^xf 4- ^if 
Reemplazando en la ecuacion dada se tiene: 
(fat - f iff ~ 2(f of - f </)(f + f 3/) 

H~ ^V) 2 - (^ 2 / + = 0 


Desarrollando y reduciendo terrninos semej antes se obtiene: 4y /2 

a/ 2 V + y&y - o 


2.~ Transformar 4ar 2 -f 4xy + y 2 + VSx + 1 = 0 en otra qne carezca 
del terraino en xy. 

SOLUCION: 

Sean: 

x — x cos 9 — y ! sen 9 
y — x’ sen 9 4~ if cos 9 

Reemplazando en la ecuacion dada, desarrollandola y ordenan- 
dola se obtiene: 

(4 cos 2 9 + 4 cos 9 sen 9 + sen 2 0)z j2 + (4 sen 2 0 — 4 sen 0 cos 0 + 
cos 2 #)/ 2 

+(—6 cos 9 sen 9 +4 cos 2 9~~4sen 2 9)x , y , 4-V5x / cos 9—\f3y’ send 4- 

1 - 0 (*) 

de donde: 4 cos 2 9 — 4 sen 2 9 — 6 sen9 cos 9 — 0 
4 cos 29 — 3sen 29 = 0 => tg29 ~ | => 
cos 2 9 = |, 2 9 eic=>0e 1C 





TOO 



Reemplazando estos valores en (*), se obtiene: ox 12 + 2x / ~ xf + 1=0 


EJERCICIOS: 


1.- Traxisformar 2x 2 — Bxy + 2y 2 ~ 0 en otra qne carezca del tennino 
en xy. 

Resp.: x' 2 — 9 y 1 — 0 

2 - Transformar 2,t — y — 2 — 0 de tal manera que esta recta sea 
paralela al nuevo eje x J 

Resp.: y'==^ 
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QBS ERVACIONES: 


1 - Si efectuamos ambas transformaciones a una ecuacion, puede 
obtenerse una simplification mayor de ella. Existen ecuaciones 
que permiten cfectuar estas transformaciones en forma siinultanea. 
En general es preferible efectuarlas separadamente. 

2, - En el caso de una ecuacion de 2do. grado en la eual los terminus 

en x 2 . xy, y 2 forman un cuadrado perfecto, los ejes deben rotarse 
primero y luego trasladarse. 

3. - El grado de mia ecuacion no sc altera por transformacion de co- 

ordenadas. 

EJERC ICIO: 


Por transfonnacidn de coordenadas verilique que al simplifiear la 
ecuacion: 

x 2 - lOxy + y 2 — 10a: + 2 y + 13 = 0 se obtiene 2x" 2 - 3 ?/ 2 — 6 — 0 


C QNICAS 


Estudiaremos ciertas curvas muy importantes en la Geometna 
AnaHtica y que se originaron al eonsiderar cortes en diferentes 
angulos de un doble cono circular recto, inediante im piano, dando 
lugar a las figm-as llamadas conicas las que, segun el angulo de 
corte, reciben el nornbre de : Parabola, Elipse e Hiperbola. 


E- PARABOLA : 

Definicidn: es el lugar geometrico de un pimto que se mueve en un 
piano de tal manera que su distancia a una recta fija es siempre 
igual a su distancia a un punto fijo que no pertenece a la recta. 

El pimto fijo se llama FOCO y la recta fija DIRECTR1Z. 
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Elementos de una parabola: 



V — directriz 
F — foco 

l — eje focal 

V = vertice , /IV — Vi 7 ’ 

B B f — cuerda 

C G r — cuerda focal 

L R — lado recto 

P F = radio focal o radio vector 


ECUACION PARABOLA CON VERTICE EN EL 
ORIGEN Y EJE FOCAL UN EJE COORDENADO 


Sea A eje de la parabola. For defiiiicion se fciene que: 
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Fig. 60 

\FP\ = |i=Mj =» 

\f(x-p) 2 + y 2 = k + jpI / 2 

,T 2 - 2xp + p 2 4- y 2 = X 2 + 2xp + P 2 


li 2 ~ 4px Forma ordinaria ecuacidn parabola 


ANALISIS DE LA BCUACION: 


1. - Intersection: El origen es la Ulrica intersection con las cjes. 

2. - Simetria: solamente con respecto al eje x. 

3. - Extension: y = 3z2^Jpx 

y es real si 'pyx son del mismo signo. Luego hay das eases: 
p > o.p < o. 

Si p > o =>• x > o =» el L.G. se encuentra a la derecha del eje 
y 7 y la enrva se extiende indefinidamente en esa direction. En este 
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caso se dice que la parabola se abre hacia la derecha. Ahora si 
p < o x < o el L.G. se encuentra a la izquierda del eje y 1 y 
la curva se extiende indefinidamente en esa direccion. Se dice que 
la parabola se abre hacia la izquierda. La ecnacibn de la directriz 
es x = —p. 

4. - No tiene asmtotas verticales ni horizoutales. 

5. - Si en y 2 = 4 px, hacemos x =■ p ==> y — ±2 p L.L.R. — 

}4p| —longitud lado recto 


En forma analoga se demuesfcr a que la ecnacibn de la parabola 
con 1/(0,0) y eje el eje v, es \ x ~~ siendo F(o.p) el foco. 

Igualmenfce si p > o, la parabola se abre hacia arriba y si p < o 
la parabola se abre hacia abajo. La ecuacion de la directriz es 

y = ~v- 



Fig. 61 Fig. 62 


y 2 = 4 px. p > o 


y 2 = 4 px.p < o 




4 py, p>o 


x 2 = 4 py,p < o 


Fig. 63 


Fig. 64 


X 


2 


EJEMPLOS: 


1.- Una parabola cuyo vertice esta en el origen y cuyo eje coincide 
con el eje x, pasa por el punto (—2.4). Hallar la ecuaeion de la 
parabola, las coordenadas del foco, la ecuaeion de la directriz y 
la longitucl de su lado recto. 


ROLUCION: 

y 2 — 4 px,p < o 
(—2.4 ) E parabola => 

16 — —8 p =$• p = —2 

/. y 2 = —8 ecuaeion parabola 
F(— 2,0), coordenadas del f oco 
x — 2, ecuaeion de la directriz 


LLR = 8 



2.- Una cuerda de la parabola y 2 — 4® = 0 es un segmento de la recta 
x — 2y + 3 — 0 

Hallar su longitud. 


SOLUCION: Haga un grafico que represente el enunciado. 

} => y 2 - 8y + 12 = 0 =* (y - 6 )(y - 2) = 0 
=^y = Q^x==9.\ P\( 9, 6) 

y = 2 =>• x = 1 /. Jp 2 (l, 2) 

d - V64 + 16 - - 4^ 

ECUACIQN PARABOLA V(h,k) Y EJE PARALELO 
A UN EJE COORDENADO 


Consideremos una parabola con V(h, k) y eje paralelo al eje X. 











La ecuacion de esta parabola con respecto a los ejes X'Y' es 
i/ 2 - 4 px' 


Y Y' 



r 

x 


Pero: 


x — &•' x' ~ x ~~ h 


y — ij + k if = y — k 

/. sustituyendo se obtiene que: JY__T. Forma or- 

dinaria ecuacidn parabola V(h y k) y eje //eje X 

Analogainente se obtiene que la ecuacion de la parab ola con 


V(h, k ) y eje paralelo al eje Y es : M l 


En ambas ecuaciones \p\ es la longitud entre el v6rtice y el foco. 


En ellas hay tres constantes arbitrarias e independientes. Luego 
deben tenerse tres condiciones independientes x>ara determinar su 
ecuacion. 


Desarrollando ( y - k) 2 = 4p(x - h) se obtiene: 

y 2 — 2 yk ~f k 2 — 4 px — 4 ph ^ y 2 — 4 px — 2 yk + k' 2 + 4 ph ~ 0 


que es de la forma: ?/ 2 4- ajx + a^y 4- a 3 — G 1) 

siendo: (1 2 — — 2p 

<23 = A: 2 Y 4 p/i 




Completando cuadrado en la eeuacion 1) veremos qne representa 
una parabola cuyo eje es paralelo al eje X. 

Al discutir la ecuacidn 1) suponemos quo a i ^ 0. Si a± = 0, la 
ecuacidn toma la forma: y 2 -f a^y + a 3 — 0 2) 

Si las raiees de 2) son reales y designates rq y r 2 , entonces 2) 
toma la forma: 

(y __ n)(y — r 2 ) — 0 y el L.G. corresponde a dos rectas, y ~ 
rq y = r 2 ,paralelas al eje X. 

Si las raiees de 2) son reales e iguales, el L.G. corresponde a dos 
rectas coincidentes paralelas al eje X. 

Si las raiees de 2) son complejas, no existe L.G. real. 

Una discusidn andloga se realiza para la ecuacion: 

(.x — h ) 2 — 4 p(y — k) 

EJEMPLOS: 

L- Hallar la ecuacion de la parabola cuyos vertice y foco son los 
puntos (—4,3) y (—1,3),respectivamente. ILallai- las eeuaciones 
de sn directriz y eje. 

Y 



SOLUCION: p = -1 + 4 = 3 

Ecuacion parabola : (y •— 3) 2 = 12(x + 4) 
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Ecuadon directriz : x = -7 
Ecuacion eje : y — 3 

2.- Reducir a la forma ordinaria; encontrar las coordenadas del ver- 
tice y foco, las ecuacion.es de la directrix, eje focal y la L.L.R. de 
4y 2 - 4&r - 20y - 71 

SOLUCIQN: 4y 2 - 48x - 20y = 71/ : 4 



y 2 - 12s - 5 y = ^ 

sr* - 5jr + f = 12s + + f = 12s + 24 

(y _ |)2 = I2(x + 2) => 4p = 12 => p = 3 
/. V(-2,f) y F(l,|) 

Ec.directriz x — — 5 Ec.eje focal y = | L.L.R. = 12 

3.- Hallar la ecuacion de la parabola cuyo eje es paralelo al eje x, y 
que pasa por los pmitos (0, 0), (8, —4) y (3, 1) 

SOLUCIQN : La ecuacion de la parabola es de la forma: y 2 + 

Dx + Ey + F =* 0 

(0,0) € pardb. => F = 0 
(8, —4) € pardb. 16 + 8J9 — 4 E 4- F = 0 | 



Resolviendo el sistema se obtiene: D — — 1, E — 2, F — 0. Luego 
la eeuacion pedida es: i/ 2 — x + 2y — 0 


E JERCICIOS: 


1. - Determinar la eeuacion de la parabola, cuya directriz tiene por 

eeuacion: y — 1 y foco F(3, —2) 

Resp.: (x — 3) 2 — —12 (y — 1) 

2. ~ (a) Determinar la eeuacion de la parabola eon vertiee V (2,3) y foco F(G, 3} 

(b) Detemiinar la longitud del lado recto. Resp,: LL R — 8 

3. - Dada: 2:F — 3a; -f Sy 4-1 = 0 

(a) Reducirla a la forma canoniea. Resp.: {x— ~) 2 —4 {y— ) 

(b) Determinar las coordenadas del foco. 

(c) Determinar las coordenadas del vertiee. 

(d) Determinar la eeuacion de la directriz. 

(e) Trazar la grafica 

2.- LA ELIPSE : 

D clmici on: Es el L.G. de un pimto que se mueve en un piano de 
tal manera que la suma de sus distancias a dos puntos fijos de ese 
piano es siempre igual a ima constante, mayor que la distancia 
entre los dos puntos. 


Los dos puntos fijos se Hainan focos. La definicion exclnye el caso 
en que el punto movil este sobre el segmento que une los focos. 



Elementos do la clipse: 



Fig. 69 


F y F' — fo cos 
recta l = eye focal 
V yV’ — vertice 
VV — eje mayor 
C — centra 
recta V — eje normal 
A A' — ejemenor 
BB l = cuerda 
EE' — cuerda focal 
LL' — /ados rectos 
DD ! — didmetro 

F f P y PF — radios vectores de P 
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E CUACION ELIPSE DE CE NTRO EN EL QRIGEN 
Y EJES DE LA ELIPSE, LOS EJES COORDENADOS. 


Sea la elipse con centra en el origen y eje focal eoincidenie con el 
eje X, 0 os el punto medio entre F y F'. Sea E(c, 0) y F (—e, 0) sus 
coordenadas y P(x, y) un punto cualquiera de la elipse. 


Y 



For defmicion j F’P j 4 \FP\ — k = 2a, siendo a > c 
.*. \f(x 4 c) 2 4 y 2 4 \f[x — c) 2 4 y 2 — 2a 

y / (xT c) 2 4 y 2 = 2a - y/(x - f 2 

x 2 4 2xc 4 c 2 4 y 2 = 4a 2 — 4a \JTx- c) 2 4 4 x 2 - 2xc 4 c 2 4 y 2 

xc — a 2 = —ay/{x~— c) 2 -j- 2/ 2 / 2 

a 4 4- x 2 c 2 — 2 xca 1 — a 2 x 2 — 2xca 2 4 a 2 c 2 4 a 2 ?/ 2 

x 2 (a 2 — e 2 ) + a 2 y 2 — a 2 (a 2 — c 2 ) 

Como a > c =4 a 2 > e 2 => a 2 — c 2 > 0. Sea a 2 — c 2 = 6 2 


b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 


/ : a 2 b 2 
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+ 


jr 

JB2_ 


Forma ordinaria ecuacidn elipse 


ANALISIS: 


1.- a) Intersecciones eje X , si y-0=*a: = ±a=* V"(-a,0) y V(a,0) 
.-.la longitud del eje mayor = 2 a 

b) Intersecciones eje Y , si x — 0 =» y — i & 2t(0, ft) y A (0, — 6) 

.'.la longitud del eje menor = 26 


2. - La elipse es sim6trica con respecto a ambos ejes coordenados y al 

origen. 

3. - Extension: x — ± f a; 6 A, V y E 1—6, 6] 

y = ± EyA 2 - a 2 =>yeR,Vx e [-a, a] 


*. la eli|>se es una curva cerrada que no tiene asmtotas horizon- 
tales ni verticales. 

Como la abscisa de F es c =*- y = =* L.L.R. = Analogamente 

para _____ 

if. . _ c __ v’a 2 -^ 

La excentricidad de una ehpse se deline corao. e a a 

Como a > c, e < 1 


Si consideramos que la elipse tiene su centro en el origen y eje 
focal coincide con el eje Y , haciendo un desarrollo analogo al 
anterior, obfceneinos que su ecuacidn es: 






a, 2 — 25 =4=- ft — 5 

b‘ 2 — 16 =£- & = 4 

/. ^(-5,0) 2/ V(5,0) 

a 2 — c 2 = b 2 =$■ 25 — c 2 = 16 => c 2 = 9 =*• c = 3 

F'(—3,0) 2 / F(3,0) 

Long, eje mayor — 2a — 10 
Long, eje menor ”26 — 8 
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2- Hallar la ecuacion de la cl ipse que pasa por (^r,3j, tiene su 
centro en el origen, su eje meuor coincide con el ejc X , y la 
longitnd de su eje mayor es el doble de la de su eje menor. 


SOLUCION: Ecuacidn de la forma: f \ ^ = 1 44 

a 1 


Y 



a 2 x 2 + b 2 y 2 — a 2 b 2 

Como (~,3) € elipse =4- |a 2 4- 9fr 2 = a 2 /; 2 como a — 2b -=> 
7b 2 + 96 2 - 46 4 =» 166 2 - 46 4 - 0 -4 


6 2 = 4 a 2 - 16 

la ecuacion pedida es : 


o 2 

— + — 

4 16 


ECUACION ELIPSE CENTRO (h,k) Y EJES 
PARALELOS A LOS EJES COORDENADOS 


Consideremos una elipse centro 0 f (h, k) y eje focal paralelo al eje 

X. 
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La ecuacion de la elipse segim X f Y' 



x — x ! + h => x! = x — h 

P er °‘ y __ yf ^ ^ y f — y _. p 


j> Sustituyendo se tiene: 


1 .- 


{x-hf , (y-ky 

---T 


Jll 


& 


1 Forma or dinar ia ecuacion elipse 


C(h , fc), eje focal paralelo eje X . 


Analogamente, si su eje focal es paralelo eje F, se tiene: 


2.- 


0 - h) T (y 

ft 2 


Forma ordinaria ecuacion elipse 


C(h. k), eje focal paralelo eje Y 


Considerando la ecuacion 1), desarrollandola y ordenandola obte 


nemos: 





b 1 2 3 x 2 4~ a 2 y 2 — 2 b 2 hx — 2 a 2 ky + b 2 Ii 2 4- a 2 k 2 — a 2 b 2 — 0 
que es de la forma: Ax 2 4 Cy 2 4- Dx 4- Ey E F ■— 0 a) 


siendo: 

A — b 2 
C = a 2 
D - —2b‘ 2 h 


R - -2a 2 k 

R — b 2 h 2 4 - a 2 k 2 — a 2 b 2 


Evidenternente los coelicient.es de A y C son del mismo signo. 

^Toda eeuacion de la forma a) representara siempre una elipse?. 
Para responder llevemos la ecuacidn a) a la forma ordinaria. 


A(x 2 + ^+^) + C(y 2 + §y + 3) 


- I2l A. Ml „ p 

AA ' 4 C r 


M? + yaY + C{y + E) 


E \2 _ CD 2 +AE 2 ~4ACF 


AAC 


l : AC 


(x + f ^) 2 + + 


c 


A 


cd 2 +ae' 2 -aacf 

4A 2 C 2 


Sea: 


CD‘ 2 +AE 2 -4ACF _ 
4A 2 C 2 


M 


Si M / 0 la eeuacion queda: 


MC. MA 
de la elipse. 


= 1 que es la forma ordinaria de la eeuacion 


Como A y C deben ser del mismo signo, consideremos que son 
positivos. Luego si a) debe representar una elipse, M debe ser 
positivo. Su denominador 4/i 2 C 2 es positive, luego el signo de 41 
dependera de su mimerador. En resumen si: 


1. CD 2 4- AE 2 — 4 ACF > 0, a) representa una elipse. 

2. CD 2 E ABE — AACF — 0, a) representa el punto (.— “) 

llamado elipse punto. 

3. CD 2 4- AE 2 — A ACF < 0, a) no representa un L.G. real. 
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EJEMPLOS: 

1.- Tx>s vertices de 1111 a elipse son Jos puntos (1,1) J (7,1) y su excen- 
tricidad es Ilallar la ecuacion de la elipse, las coordenadas de 
sus focos y las longitudes de sus ejes mayor y menor y de eada 
lado recto. 

SOLUCION: 

Y 

X 

C( 4,1) 

2d = 6 =>- a ~ 3 
e — - — £ c = 1 

a 3 

a 2 - 6 2 = 9 - 6 2 = 1 =► 6 2 = 8 

(s ~ 4) 2 (;y - l) 2 = 

•' 9 8 



/•’(/) + c, 1) = F(5, 1) 
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F'(h — c, 1) — F'(3,1) 
L.E.Ma. — 2a — 6 
L.E.Me. — 2b — 4y/2 


L.L.R. = 


26 s 


16 

3 


2.- Reducir a la forma ordinaria, y defcercninar las eoordexiadas del 
centro, vertices v focos, las longitudes de los ejes mayor y menor, 
y la de cada lado recto y la excentrieidad, si 9x 2 +4t/ 2 ~8?/—32 = 0 


SO LUCION : 9.x 2 +4?/ - Sy -- 32 - 0 



9x 2 +4(i/ 2 — 2y + 1) 


9x 2 +4 (y — l) 2 = 36 


* , ( y ~ i ) 2 __, 

4 9 


= 32 + 4 
/: 36 


9 
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a? = 9 =>- a = 3, 5 2 = 4 =>• 6 = 2, (7(0,1) 

F(0,4) y V'(0,-2) 

a 2 _ j ,2 — c 2 => 9 — 4 = c 2 -> c 2 = 5 c = \/5 
F(0,1 + \/5) y F( 0,1 - VS) 


L.EMa. = 2n - 6 


L.E.Me. = 26 = 4 


L.L.R. = 


26 s 

a 


8 

3’ 


c 

a 


3 


EJERCICIQS: 


1.- Si: (2,-1) Centro de ima Elipse. 
Longitud del Eje Mayor = 10 
(Eje Mayor)paralelo (Eje X ) 

Longitud del Eje Menor — 8 
Determinar: 

a. - Ecuacion de la Elipse. Resp.: 

b. - Excentricidad 

e.~ Coordenadas de los Focos. 
d.- Coordenadas de los Vertices. 


2 - Dacia la elipse de ecuacuSn: 2x 2 + ?y 2 = 4 
Determinar todos sus elementos y graficaria. 


(y H) 2 __ -t 
16 



U2 


3.- Dada la siguiente eeuacion : x 2 + 4 y 2 + 4.t — 0, reducirla a la 
forma ordinaria, determmar todos sus clement os y graficarla. 

Itesp.: e = y ~- 


3.~ HIPERBOLA: 


DEFINXCION: es el L.G. de un punto qne se mueve en im piano de 
tal manera qne el valor absolute de la difereneia de sus distancias 
a dos pimtos fijos del piano, es siempre igual a una constante, 
positiva y menor qne la distancia entre ellos. Los pimtos fijos se 
Hainan focos. 


Esta definieion excluye el caso en qne el punto movil se mueva 
sobre la recta qne pasa por los focos a excepcion del segmento 
comprendido entre ellos. Los focos y el punto medio de este 
segmento no perteneeen al L.G. 


La hiperbola eonsta de dos ramas diferentes, cada una de longitud 
infinita. 


ELEMENTQS PE UNA HIPERBOLA: 



l z= eje focal 
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V = eje normal 

F’ y F — foe os 

V f y V = vertices 

C = centro 

A A == eje con jug ado 

B'B = cuerda 

E'E = cuerda f ocal 

EL — lados rectos 

IF II — diametro 

V'V — eje transverso 

F'P y FP — radios vectores de P 

ECUACION HIPE RBOL A 0 (0,0) Y E J E FOCAL 
UNO OK LOS E JES COORDENADQS 


Consideremos tma hiperbola con 0(0,0) y eje focal el eje X. Sea 
P(x y y) un pimto cualquiera de ella. Aplicando la definicion de 
hiperbola se tiene que: 
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\d\ — d 2 \— k, — 2 a 7 2 a < 2c 


y/(x + c ) 2 4 y 2 — a/(x — ~c ) 2 4- y 2 ~ 2a 

\j {x + c) 2 4 y 2 = 2a 4- y 7 (4 ~ e) 2 + V 2 / 2 

.t 2 4- 2;rc 4- c 2 4 ?/ 2 — 4ft 2 4 4a \/% + x 2 ~ 2xc 4 c 2 4 y 2 

4xc — 4a 2 — 4ay / (x -- e) 2 4 y 2 / : 4 / 2 

ic 2 c 2 — 2 xca 2 4 ft 4 = (i 2 x 2 — 2xca z 4 ft 2 c 2 4 ft 2 ?/ 2 

(c 2 —a 2 )# 2 — ft 2 ?/ 2 — (c 2 —a 2 )ft 2 .\ ft > ft ^ c 2 > a 2 c 2 —a 2 > 0 

Sea: ft 2 — ft 2 — b 2 6 2 ;r 2 — a 2 ?/ 2 = 6 2 g 2 / : a 2 6 2 

7»* 2 ~~~pr | 

— - — = 'll, 

ft 2 Id _JForma ordinaria ecuacion hiperbola C(0,0 )y eje j ocal , eje X 


ANALISIS: 


L- Intersecciones: 

a) x = 0 => ?/ ^ i?. Sin embargo se consideran los pimtos 

A? (0, 6) y X(0, b ) como extremos del eje conjugado. 

/. long.eje conjugado = 2b 

b) y = 0 =>■ x = 4a, =^r- V*(—ft, 0) ?/ V(a,0) 

/. Zory/. eje transverso — 2a 


2- Simetna: hay con respecto a los ejes y al origen. 
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3- Extension: 

a) y = ±|%/^ 2 ~ a 2 y G A, Vz 6 (—oo. —a] U [a + cxri 

b) x — ±f y 2 + 6 2 =>■ x € R,V y € R 

no es una curva cerrada 

4. - Asmtotas: No tiene asmtotas horizontales ni verticales, pero si 

tiene dos asmtotas oblicuas que se astudiaran nuts adelante. 

5. - Como la abseisa de F es c ■=■> y =■ ±q- => L.L.R. — Analoga- 

merite para F f . 

6. - Excentricidad: e — ^ > 1 

Haciendo mi desarrollo analogo al anterior, se obtiene que la 
eeuacion de la hiperbola con (7(0,0) y eje local el eje Y es: 



La variable de coeficiente positivo corresponde ill eje coordenado 
que contiene al eje transverso. 

ASINTOTAS DE LA HIPERBOLA : 


Tenemos: b 2 x 2 — a 2 y 2 — a 2 b 2 



En esta eeuacion si x aumenta sin lrrnite 1 — —+ X y por lo 

tanto y = db-aq que representa dos rectas y = ~x t y = — ~x que 
son asmtotas de la hiperbola. 

DEMOSTRACION: Sea P L (x u yi) mi pimto de la hiperbola y 
bx — ay — 0 la eeuacion de 1a. recta. 
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Y 



\ bx i . _ \ bx i + a V\ I __ 1 Wx\ - Q?y\\ 

V / W~+ a 2 \bx i -f a;yi[ sjb 2 -f a 2 \bxi -f ay-\ 


b 2 x\ — a 2 ?/ 2 — a 2 b 2 =$> d —■ 


_ a 2 fo 2 _ 

%/b 2 +o 2 1 bx i -f ayi | 


Si P\ se mueve de tal manera que x\ —> oo, y\ —> oo => 
d —> 0, y — ~ x es asmtota de la rama dereclia e izquierda. 
Analogamente sucede si P\(x\ i yi) esta sobre la rama izquierda, 
es decir y — — -x tambien es asmtota. 

QBSERVACION: Si b 2 x 2 — a 2 y 2 = a 2 b 2 es la ecuacion de una 
hiperbola, fdcilmente se detenninan sus asintotas haciendo b 2 x 2 — 
a 2 y 2 = 0 (bx—ay)(bx~\~ay) — 0 y luego bx—ay — 0. bx+ay — 0 
son las ecuaciones de ellas. 


HIPERBOLA EQUI LATERA Q R EC TANGULA R. 

* 


Sea la hiperbola para la dial a — b. luego la ecuacion de ella es 
. x 2 — y 2 — a 2 llamada hiperbola equilatera por tener kxs ejes 
transverso y conjugado iguales, siendo x — - y -= 0, x 4- y — 0 sus 
asintotas. Estas xectas son perpendiculares, por esta razon se le 
llama tambien hiperbola rectangular. 





Fig. 80 


Una ecuacion util de la hiperboia equilatera es xy — k 7 k con- 
stante ^0. Es mia hiperboia que tiene de asmtotas a los ejes 
coordenados. Si los ejes coordcnados se giran 45°, la ecuacion se 
transforma en x' 2 — if 1 — 2 k 

T-TIPKRBQ LAS CQNJUGADAS : Si dos hlperbolas son tales 
que el eje transverso de una es ic!6ntico al eje conjugado de la otra, 
y viceversa, se dice que cada una de ella es conjugada de la otra, 
Ambas se denoininan hiperbolas conjugadas. 


Si una de ella tiene por ecuacion: ^ ~ ^ = 1 la otra es | 2 --~ 
—• = 1 que resulta facilrnente cambiando el signo de uno de los 
miembros de la primera. 


EJEMPLOS: 


1~ Hallar las coordenadas de los vertices y los focos, las longitudes 
de los ejes transverso y conjugado, la excentricidad y la longitud 
de cada lado recto para 9 y 2 — 4x 2 = 36 



9y 2 — Ax 2 — 36 



y 2 x 2 _ t 




4 9 




a 2 = 4 => a ~ 

: 2 



b 2 = 9 =£• 6 = 

3 



c = \/a 2 4- b‘ 2 

= 



:. V(0,2) y 

V"(0, —2), 

F(o,\/i3) y f v (o,-- 

-\/l3) 

L. eje trans. 

= 2a = 4, 

log. ejfe oonjugado — 

26 = 6 

e ^ = M. 

L.L.R . - 

^ - 9 
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2.- El centro de una hiperboia esta en cl origen, y su eje txansverso 
esta sobre el eje y. Si un foco es el praito (0,5) y la exccntricidad 
es igual a 3, hallar la eeuacion de la hiperboia y la longitud de 
cada lado recto. 

SOLUCION: 



3.- Ilallar la ecnacion de la hiperboia que pasa por el punto (3,-1), 
su centro esth en el origen, su eje transverso sobre el eje A, y una 
de sns asfntotas es la recta 2x -+• 3 y 2 y — 0 
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SOL UCION: 


Y 



Fig. 83 


(2x + 3\/2y)(2x - 3 V2y) = k 

4x 2 — iBy 2 = k 

(3. -1) 6 hip. =» 36 - 18 = k =» k = 18 
/. 4.x 2 - 18?/ 2 - 18 / : 2 

2x 2 - 92/ 2 - 9 

4.- Hallar las coordenadas de ios vertices y foeos, y la excentricidad 
de la hipcrbola qne es conjugada a 9;r 2 — 4;?/ 2 — 36 

S OLU CION: 4y 2 - ftr J = 36 / : 36 ~ x = 1 

o 2 = 9=s-a = 3 V(0,3), V"(0, -3) 




6 2 = 4 =» 6 = 2 F(0, Vl3), F'(0, -03) 

c 2 = a 2 + ft 2 = 13 => c = 03 e = 


ECUA CTON HIPER B OLA CENT R O (h,k) Y EJES 
P ARALELOS A LOS BJES CO ORDENAD OS 

Consideremos una hiperbola con centre O f (h, k) y eje focal paralelo 
al eje X. 



pero x = x! + h a/ — x — h 


y = ?/ + k = y - k 


Sustituvendo en (*) se tiene: 

Forma or dinar io, ecuacion hiperbola CJ(h , A') 
y eje focal paralelo eje X 


(x — ft) 5 Ty — &) 
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Analogamente: 

(y ~k ) 2 (x ^hf __ ^ 

a? b 2 i Forma ordinaria ecuacion hiperbola C{h , k) 

y eye focal paraleloejeY. 


EJEMPLOS: 


1.- Reducir la ecuacion 4x 2 — 9 y 2 + 32x + 36 y + 64 — 0 a la forma 
ordinaria y determinar coordenadas del centro, vertices y focos, 
longitud ejes transverso y conjugado, longitud lado recto, excen- 
tricidad y ecuacion de las asmtotas. 

SOLUCION: 4(x 2 + Sx + 16) - 9 (y 2 - Ay + 4) - -64 + 64 - 36 


9(y — 2) 2 — 4{x + 4) 2 = 36 / : 36 



Fig. 85 


a ? = 4 a — 2 
b 2 = 9 =► 6 = 3 
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c 2 — 13 ==> c = \/\ 3 
V r/ (—4,0) y V(—4,4) 


F(-4,2- V3) y F(- 4,2 + V5) 

L. eje irons. = 2a — 4 

L. eje cany . — 2b — 6 
L.L.R. = ^ = 9 

a 

p 3/H 

e ~~ a “ 2 

Asmtotas: 3(y — 2) — 2(a: + 4) — 0 2x — 3?/ 4- 14 = 0 
3 ( 2 / — 2) + 2(.t + 4) = 0 =$► 2.x 4- 3y 4 2 — 0 


2.- Hall a r el angiilo agudo de iiiterseccidn de las asmtotas de la hip&r- 
bola 9x 2 — y 2 — 36.x — 2y 4 44 = 0 


SOLTICION: 9(x 2 - 4x + 4) - ( : y 2 4- 2y + 1) - -44 + 36 - 1 


(y 4-1) 2 — 9(x — 2) 2 — 9 =4> Asintotas : Zx — y — 3 = 0 =4 = 3 

3,x 4- y — 1 


Q m 2 = —3 

/. H/a ==^ = ^ = | = 0 j 75=^ a - 36,87° 


3.~ Hallar la ecuacidn de la hiperbola qne pasa por el punto (4,6), 
tiene el eje focal paralelo al eje X, y sus asmtotas son las rectas 
2.x 4 y — 3 = 0 y 2x — y—\ — Q 


SOLUCION: (2® + y- 3) (2.x - y - 1) = k 
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(4,6) £ Hip. =>11* ! = &=>•& — 11 

4x 2 ~ 2 xy + 2 xy - y 2 - y - 6x + 3y + 3 - 2.x = 11 

4x 2 — 8x — y 2 + 2y = 8 

4(> 2 - 2x + 1) - (y 2 - 2y + 1) = 8 + 4 - 1 

4(x — l) 2 — (y — l) 2 = 11 

(*-i) 2 (y-1) 2 = 1 

if ll 

4 

4.- Demostrar que la elipse a: 2 4- 3 y 2 = 6 y la Hperhola x 2 — 3 y 2 — 
3 tienen los mismos focos. 

SOLUCION: 


Y 



735 


‘1 2 

x y 

— 4- ±~ = 1 

6 2 


a 2 ~ 6 a — VS 
6 2 = 2 =* b = V2 

c 2 = 4 c ~ 2 

F'(-2,0) y F(2,0) 

—--y 2 — 1 ^4 a 2 — 3 => a — V3 

3 

&2 = 1 6 = 1 

c 2 = 4 =4> c = 2 

F'(—2,0) y F( 2,0) 
los focos son los mismos 


O BSERVACION IMPQRTANTE. 


Si los coeficientes A y G difieren del signo, la ecuacidn Ax 2 -\-Cy 2 + 
Dx 4- By + F = 0 representa ima hiperhola de ejes paralelos a los 
coordenados o un par de rectas que se cortan. 


EJEMPLO: 


Determinar que cnrva representa la ecuacion; x ? —4y —2x~tl — 0. 


SOLUGION: 


x 2 — 4 y 2 — 2x 4- 1 = 0 


x 2 -2x4-1 — 4y 2 = 0 
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(x - If - Ay 2 = 0 

x— l~2y — Q=>x — 2y — 1=0 

x — 1 + 2y = 0 => x + 2y — 1 = 0 

representa dos rectas que sc cor tan, 

EJERCICIQS. 

1. - a) Escribir la ecuacion de la Hiperhola con cent.ro en (-2,1), con 

eje transverso de longitud (>, paralelo al eje X y con eje conjugado 
de longitud 8. Resp.: = 1 

b) Determinar: excentricidad, coordenadas de Los focos y de los 
vertices. 

c) Determinar: Las ecuaciones de las asintotas. 

d) Graficar la biperbola. 

2. ~ a) Graficar la biperbola de ecuacidn: Ax 2 — y 2 + 36 = 0 

b) Determinar la ecuacidn de la hiperbola conjugada y graiicarla. 

Resp.: 4x 2 — y 2 ~ 36 

3. - Dada la siguiente ecuacion: x 2 — y 2 — 2x — y + 1 = 0, reducirla a 

la forma ordinaria y graiicarla. 



4 4 
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ECUACION GENERAL DE SEGUNDO GRAPO 


Sea: 

Ax 2 + Bxy 4- Gy 2 -I- Dx 4 Ey A F = 0 la ecuacion general de 
segundo grado. Considerando B A 0, veremos que por medio de 
inia rotacion podremos transformar (1) en otra de la forma: (2) 
Ax rl A Cy a + D'af + E'jf + F = 0 

Hemos estudiado anteriormente qne si (2) representa un L.G. real, 
corresponde a una conica, a un punto o a un par de rectas. Como 
por transformaeion de coordenadas la naturaieza de un L.G. no 
se altera, entonces (1) debe ser tambi6n una conica, un punto o 
im par de rectas. Luego la ecuacion (X) se toma, generalxnente, 
como la deiinicion analitica de conica. 

Efectuando mia rotacion para (X), tenemos: 

x — x' cos 6 - y’ sen 0, y — x ! sen 0 A if cos 9 
/. A(x r cos 9 ~~ if send) 2 A B (x e cos 0 - y’sen.9) (x'senO + y ( cos 6) A 

C(x f senO A A cos 9) 2 + D(x f cos 9 - y f sen-9) + E{xfsen$+if cos 9) A 
F = 0 

Desarrollando y agrupando t6rminos, se obtiene: 

*) Ax' 2 4- B'x'y f A Of 2 + DV + Fy' A F = 0. siendo: 

A ~ A cos 2 9 A B sen 0 cos 9 AC sen 2 0 
B' = 2 (C — A) sen 9 cos 9 A B{c os 2 9 — sen 2 9) 

O = A sen 2 6 — B sen 9 cos 9 A C cos 2 9 
jO' — D cos 6 A E sen 6 
F = E cos 0 — D sen 0 
F = F 

Si *) debe carccer del temiino en x'y', debemos hacer : 

2 (C — A)send cos 0 4 - B (cos 2 9 — sen 2 9) == 0 

(C — A) sen29 AB cos 2 # = 0, Si A A C I - A=cj (3) 



Si A — C, B cos 20 — Oi,como B 0 se sigue que cos 2 0 — 
0 * *) 


Como 0° < 9 < 90° =» 0° < 2 0 < 180°. 
Luego de **) 2 9 = 90° =^lflL=453 


Rcsumiendo: Teorema 

La ecuacion general de segmido grado: Ax 2 + Bxy + Gy 1 4 ~ Dx 4 - 
Ey -f F -- 0, en donde B ^ 0, puede transformarse siempre en 
otra. de la forma: 

A'x' 2 4 - Ci/ 2 f D'x f + E'lf 4 - E* = 0 haciendo guar los ejes coorde¬ 
nados un angulo positive agudo 0 fcal que: tg 2 9 — A / c , si A -f- 
C y 9 — 45°, si A = C. 


Conclusidn importante: En (3) como B ^ 0, tg 2 6 0 y por 

lo tanto 9 7 ^ 0 en todos los casos. Luego la ecuacion (l) puede 
transformarse en la forma ( 2 ) girando los ejes coordenados un 
angulo diferente de cero. Luego si (2) representa una cornea, el 
eje focal es paralelo o coincide con los ejes coordenados. Luego si 
( 1 ) es una conica, el eje focal debe ser oblicuo con respecto a los 
ejes coordenados. 


El inclicador : I — B 2 — 4 AC 

1 lemos visto que si en la ecuacion (1) Ax 1 +B xy 4 - Gy 1 -f Dx-\-Ey 4- 
F — 0 , efectuamos una rotacion, se transforma en la ecuacion: 

(*) A'x r2 4- B'Ey' 4 - Cif 2 + O'x! 4 - EJxf 4 F" ~ 0 , siendo 

A' = A cos 2 9 4- B sen 0 cos 0 + Csen? 9 
B f — 2 (C ~ A)sen0 cos 0 4 - B(o os 2 0 — sen 2 9) 

C = A sen?9 — B sen 9 cos 9 + C cos 2 6 'W i 

D ! = D cos 9 + E sen 0 * W 

E' ~ E cos 9 — D sen 9 
F’ - F 


Si escogciaos 0 de acuerdo al teorema anterior (*) torna la fomia: 
,4V 2 + C y' 2 + DV + £V + F' = 0 (2) 
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Defiiiiciones: 


1- Si A' o C es igiial a cero, (2) representa tma conica genero parabola. 

2 . - Si A' y O’ son del mismo signo, (2) representa una conica gbnero 

elipse. 

3. - Si A f y C' son de signo contrario, (2) representa una conica 

genero hiperbola. 


Usando las tres primeras relaciones de («), pnede demostrarse 
qne: B n - 4A r C f = B 2 — 4AC que es una relaeicm independiente 
de 6. Como B 2 — 4/1C no cambia de valor para ninguna rotation 
de los ejes coordenados, se llama invariante. 

For otro lado cuando la ecuacion (1) se transforma en la ecuacion 
(2), B f = 0 y la relation anterior queda: B z — 4 AC ~ —4AIO 

De las defiiiiciones anteriores: 


1. _ Si A f o C es iguai a cero, la ecuacion (2) y por lo tanto la (1) es 

del genero parabola, y por lo tanto B 2 — 4 AC = 0 

2 . - Si A' y C son del mismo signo, la ecuacibn (2), y por lo tanto 

la (1) es del genero elipse, luego: B 2 - 4 AC < 0 

3 . - Si A' y C r son de signo contrario, la ecuacion (2), y por lo tanto 

la (1) es del genero hiperbola y luego: B 2 — 4 AC > 0 

Luego B 2 — 4 AC recibe el nombre de ”indicador” y se denota por 

I - B 2 - 4 AC, 

EJEMPLQS: 


i.~ Determinar ia naturaleza de la conica. 

4x 2 ~l2xy4~9y 2 ~S\/l3x--14y/l3y4-l l 7 — 0. Reducir la ecuacion 
a su forma canonica por transformation de coordenadas. Trazar 
el L.G. y todos los sistemas de ejes coordenados. 
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SOLUCION: 4x 2 ~ 12xy + 9y 2 ~ [2x — 3 y} 2 => hacer primero ana 
rotacion. 


a) I — D L — 4 AC — 144 — 4- 4*9 = 0 /. es genero parabola. 

b) Para eliminar el termino en xy, hacemos girar ios ejes coordenadcxs 

nil angulo 0 tal que tg 2 6 — = —■ = ~ 



Fig. 87 


sen 2 0 — || 


cos 2 B ~ Yi 








142 


2- idem ejercicio 1 para x 2 4- 8 xy 4- 16?y 2 — 4;r — 16y + 7 —0 

SOLUCION : 

I — B 2 - 4/147 = 64 — 4 • 1 • 16 = 0, conica genero parabola. 

lg 20 — ■—£} ~ p/16 = ^ COS 2 ^ ~ ~J7^ 




289x' 2 - 68 Vffx' + 119 - 0 


J _ 68^y/l7± y/7O0§^T37 .564 p *- 
X — 57g C 


no representa rai L.G. real 


EJERCICIOS: 


Determinar la natuxaleza de la conica clada, reducir la ecuacion 
a sn forma candnica por transformacidn de coordenadas. irazar 
el L.G. y todos los sistemas de ejes coordenados. 


1. - 4x 2 — 24 xy + 11 y 2 + 56a: — 58 y + 95 — 0 

2. - 4x 2 — 20 xy + 25 y 2 + 4x — lOy + 1 = 0 


COORDENADAS POLARE S 


El sistema de coordenadas polares presenta, para ciertas curvas 
y tipos de lugares geomdt ricos, algunas ventajas sobre las coor¬ 
denadas rectangnlares. 

En el sistema polar, cualqnier pimto se localiza especificando sn 
posicidn respecto a una recta fija y a un pimto fijo de esa recta. 
La recta fija se llama eje polar y el pimto fijo, polo* 




Sea P nil punto cualquiera del piano. Sea OP — r y / A OP 
0. Luego conociendo r y 0 se poclra determinar P. Estas dos 
cantidades se llaman co ordenadas poiares . En particular r se 
llama radio vector y 6 angulo polar. Luego las coordenadas de P 
se simbolizan por (r, 0). La recta que pasa por el polo,perpendicular 
al eje polar se llama el eje a 90L 


6 se mlde partiendo del eje polar hacia el radio vector. Sera pos- 
itivo o negative segun Trigonomet ria. Para el case de P, cuyo 
radio vector es negative, se inide el angulo polar primero y de- 
spues se toma el radio vector sobre la prolongacion del lado final 
de$. 


Un par* de coordenadas poiares (r, 0) determina solo tm pmito en 
el piano. Sin embargo el reaproco no es verdadero ya que mi 
pxmto P puede ser determinado por (r, O + 27m), siendo ” un 
entero cualquiera. 
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En rmestro estudio convendremos, a menos que se especifique lo 
contrario, en tomar el radio vector r como positive v sn angulo 
polar 6 comprendido entre cero y el angulo positive menor que 
360°. 

A tal par le llainaremos par pri ncipal de coordenadas poiares del 
punto. Las coordenadas del polo son (0 7 0) siendo 0 un angulo 
cualquiera. 


EJEMPLC): 


1.- Gralicar los pimlos : F\(S, |), P 2 (—5, P 3 (2, P 4 (—4, “•) 

SOLUCION: 



Fig. 91 


2.- Construir eltriangulode v6rticesPi(5,6G°) ? p2(-~-2, y Pb(—4,150°) 

S OLUCION : 
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Fig. 92 


3.- Un hexagono regular tiene su centro en el polo y dos lados parale- 
los al eje polar. Si la longitud de un lado es igual a dos unidades, 
hallar el par principal de coordenadas polai*es de cada imo de sirs 
vertices. 

SOLUCTON: 

90' 
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jr 

y 


sen 9 — - = 

r 




EJEMPL QS: 

L- Hallar el par principal de coordenadas poiares de cada uno de loe 
puntos cuyas coordenadas rectangularesson: a) (—2,3) y b) (3,-2) 


SOLUCIQN: 



Fig. 95 


a) r — V4 4- 9 " y/l3 
6 = arctg(~ §) = 180° - 56,31° = 123,69° 

/. las coordenadas poiares son, 123, 69°) 

h) r = V9T4 - a/ 13 
0 - arc6?(-§) - 360° - 33,69° = 326,31° 
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las coordenadas polares son 


(\/l3; 326,31 “) 


2.- Pasar a la forma polar: a) ?:■’ -f t/ 2 — 4 


SOLUCION: r 2 = 4 r = ±2 


b) £ cos U7 + ^ sen m — p ~ 0 
SOL UCION: 

r cos 0 cos 57 + r sen 0 sen tu — p — 0 
r (cos 0 cos w + sen 0 sen zu) ~ p 
r cos {0 ~~m) — p 

3.- Pasar a la forma rectangular: 

a) r cos 6 — 2 — 0 
SOLUCION: £ — 2-0 

b) r = 4 sen 9 

S OLUCION: r = 4f=^r 2 - 4 y =» £ 2 + y 2 - 4y = 0 

c) r — r cos 0 — 4 

SOLUCION: ±v^ 2 + if-* = 4 ± V^x 2 + y 2 = £+4 / 2 

£ 2 -f £/ 2 = £ 2 + §£ -f 16 =>• ?/ 2 — 8 ,£ — 16 — 0 


TRAZAPO PE CURVAS BN COORDENADAS POL ARES 


La construccion de curvas en coordenadas polares requiere de 
ciertas precauciones que no se necesitan para las coordenadas 
rectangulares. Por ejemplo, un pirnto en coordenadas polares 
tiene un mimero mfinito de pares de coordenadas, y pnede octir- 
rir qne mi par satisfaga la ecuacion de un L.G. y otro par no. 
Ademas un L.G. puede estar representado, algunas veces, por 
mas de ima ecuacion polar, como por ejemplo la ecuacion de una 
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circunferencia de cent.ro en el polo y radio ”a”, tiene por ecnacion 
r = a 6 r — —a.llamadas ecuaciones equivalentes. 


Para construir la grafica de una curva se analizaran los siguientes 
casos: 


L- Intcrseeciones: 


a) Con el eje polar se le asigna a 0 Its valores 0, ±7p ±2tt, ..., ±mr. n 6 
Z. 

b) Con el eje a 90°, se le asigna a 0 los valores r/ |. ”rc” es uri irnpar 
cualqtiiera. 

Si para mi valor de 0.r 0, la grafica pasa por el polo. 

2.“ Simetrfa: 


90 ° 



a) Con respecto al eje polar: en este caso debe existir un pnnto P 1 de 
la curva tal que P’P quede bisecado perpendicularmente por el 
eje polar. Si M es pnnto medio de P’P entonces las coordenadas 
de P* son (r, —$) o (— r. n — 0). Xaiego para probar esta simetrfa. 

i) Se cambia 0 por —0 6 

ii) Se cambia r por ~r y 0 por 7r — 0 
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90 ° 



b) Con respecto al eje a 90° 7 eii este caso ciebe exist ir un punto P de 
la ciirva tal que P'P quede biseea do p erpendienlamiente por el 
eje a 90°. Si M es punto medio de P'P entonces las coordenadas 
de P f son (r, tt — 6) o (— r. — 0). 

Luego para probar la simetna: 


i) Se cambia 0 por n — 0 6 

ii) Se cambia 0 por —0 y r por — r 

90 ° 


A 

Fig. 98 

c) Con respecto al polo debe existir un punto P f de la eurva tal que 
P’ P quede dimidi ado por el polo. Si 0 es el punto medio de I ! P 
entonces las coordenadas de P f son (r, n pO) o (— r, 0). luego paia 
probar la simetrxa. 
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i) Se cambia 0 por ix + 9 6 

ii) Se cambia r por — r 

En cualquiera de las tres simetrias, la curva sera simetrica, si al 
efectuar los cambios la ecuacion no se altera. 

3. - Extension: Se despeja r en funckSn de $ : r — f(0). Si r es finite 

es nna curva cerrada. Si r se vuelve infinita para algun 0 7 la 
ciirva es abierta. Para los 6 que hacen r compleja, no hay enrva. 

4. - (Galenic de las coordenaclas de algunos pnntos. 

5. - Construccion de la grafica. 

6. - Transformacion de la ecuacion polar a rectangular. 


EJEMPLOS: 

1 - Analizar y grafiear: r — a sen 29 — 2 a sen 0 cos 0 


a) Intersecciones : 

i) eje polar : 0 = 0° r ~ 0 

9 — 7f => r — 0 

ii) eje a 90°: 9 — ~ ,n impar r = 0 
pasa por el polo 

b) Simetria: 

i) eje polar : 9 por —0, no hay 

9 por ix — 9 y r por —r, si hay 
/. hay sim. c/r al eje polar 

ii) eje a 90°: 9 por 7T — 9 , no hay 

9 por ~9 y r por —r, si hay 
hay sim. c/r al eje a 90° 

hi) Polo : 9 por tx ~f 9 , si hay 



1 S3 


c) Extension: r es finito \/9. Es curva cerrada. 


a) 


0 

r 

0 

IX 

0 

i 

0.9a 


a 

J ; 

0.9a 

2 

0 


e) rosa de 4 hojas 



f) r = 2 asenO cos 9 / .r 2 
r 3 ~ c Zar sen 0 r cos 0 
(4: \Jx*' 4- y 2 ) (x 2 4- y 2 ) — 2a y x / 2 

(rc 2 +y 2 ) 3 = 4 a 2 y 2 x 2 es la eeuacidn en coordenadas rectaaiguiares. 





EJBRCICIOS: 


L- Pasar a la forma polar: 

a) 2x 2 4- 2 y 2 4- 2x — 6y + 3 = 0 

b) xy — 2 

Resp.: r' 1 = ^ 

2. - Pasar a la forma rectangular: 

a ) r = 2^0 Resp.: 3x 2 + 4 y 2 - 4x - 4 = 0 

b) r = 2 sec 2 | Resp.: y 2 -f 8x — 16 = 0 

3. " Analizar y gralicar: 

a) r = 2 sec 0 

b) r — a(l + send) ( cardioide ) 

c) r 2 = a 2 sen 2 6* ( lemxniscata,) 

ECUACIQNES PARAMETRIC AS 


Ilasta el momento hernos trabajado con curvas que se expresan 
mediante ima ecuacion que contiene ima o dos variables. Abora 
consideraremos la forma de expresar mia curva por medio de im 
par de ecuaciones en las cuales cada una de las dos variables esfca 
en funcion de ima tercera. 


Por ejemplo: La circunferencia x 2 + y 2 — 9 1) 


puede representarse tambien por: x — 3 cos y — 3 send 
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siendo 0 mm variable que puede tomar cualquier valor real.. A 
medida que le damos valores a 0 se obtienen valores de x e y que 
satisfacen 1) 


Si queremos eliminar la tercera variable hacemos: 

x l = l cos2 ° }+ =4. x? + V 1 = 9(cos 2 0 4- sen 2 0) = 9 
y l — 9 sen^v J 

Si f(x,y) = 0 es la ecuacion rectangular de irna curva, x = 
g(t) e y — h(t) son las ecuadones parametricas de ella y la 
variable t se llama parametro. 

En general las ecuadones parambtricas de un L.G. no son linicas. 
Por ejemplo en el raso anterior podnamos expresar: x = y/t, y — 
y/tt, sin descuidar que t solo puede tomar valores 0 < t < 9, 
en cambio en 2) 0 puede t omar todos los valores reales. 

ORTEN CION DE LA ECUACION RECTAN GULARDE 
UNA CURVA A PAKTIR DE SUS ECUA CIQNES_ 

PARAMETRICAS 

Lo que debemos realizar es la eliminadon del parametro. No 
hay un metodo general. Depende exclusivamente de la lorma que 
tengan las ecuaciones parametricas. 

EJEMPLOS : 

1- Hallar la ecuacion rectangular de : x = cos 21, y ~ sen t 

SOLUCaON: 




Fig. 100 


x = cos 2 1 ~ cos 2 f — sen 2 1 
y — sen t 


x = 1 — */ 2 —■ y 2 2y 2 4- ar — 1 — 0 


2- Hallar la ecuacion rectangular de: x — pt 2 -f y = 2£ ~F a 

SOLUCIQN: t - *=* x = J (y-a) 2 +6 => fe-a) 2 = ±(x-&) 

GRAFICA DE UNA CURVA 


Si asignamos un valor particular al parametro, las ecuaciones 
pararaetricas determinan valores de x e y, que si son reales, rep- 
resentan las coordenadas de un pimto de la curva. 


EJEMPLOS: 


1.- Trazar x = St, y — 2t +2. Obtener la ecuacion rectangular. 


SOLUCION: 
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8se + 3 y ~~ 6x = 2 y/64 - (y~- 2xf / 2 

20x 2 — ixy -f 13 y 2 — 256 genero elipse 
EJERaCIOS: 

1. - Determinar las ecuaciones parametricas correspondientes a la recta. 

y- in ^ V'i - Vi 
x — Xi x^ — 32 1 

Resp.: y = yi + t x = x l +t&^ 

2. - Graficar x — 3 cos 0 + 2, y — 2 -sen 0 - 3. Obtenga la ecuacion 

rectangular de ella e klentifiquela. 

Resp.: x 2 4- y 2 — Ax -f 6y -f 4 = 0 
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